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NOUVELLES  ANNALES 


MATHÉMATIQUES. 


SUR  IB  CiLCIiL  DES  HRANGENRNTS; 

P*B  M.  G.  HENRY. 


Lorsque,  dans  une  permutation  rectiligne  des  n  pre- 
miers nombres,  un  nombre  quelconque  précède  un  autre 
nombre  plus  petit  que  lui,  ou  dit  qu'il  j  a  dérangement. 

Importante  dans  la  théorie  des  déterminants,  la  con- 
sidération des  dérangements  vient  de  trouver  une  nou- 
velle source  d'actualité  dans  le  jeu  du  Taquin,  dont  le 
problème  bien  connu  consiste  à  replacer  dans  l'ordre 
numérique  naturel,  sur  un  carré  de  seize  cases,  quinze 
pions  placés  dans  un  ordre  quelconque.  Les  résidtats 
démontrés  sont,  comme  on  sait  (  '  ),  les  suivants  :  sur  le 
nombre  des  permutations,  la  moitié  peut  être  rangée 
Fig.  I.  Fig.  ï. 
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dans  l'ordre  indiqué  ^g;.  i,  l'autre  moitié  dans  l'ordre 
indiqné^^.  a. 
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11  nous  a  paru  intéressant  de  donner  à  ce  propos  une 
solution  du  problème  suivant,  qui  a  été  proposa  par 
M.  Josepli  Bertrand  (  *  )  : 

Combien  y  a-i'il  en  tout  de  dérangements  dams  le 
tableau  des  permutations  des  n  premiers  nombres  ? 

Désignant  ce  nombre  total  par  Da,  on  a  évidemment 

D,  =  o. 

Les  permutations  des  deux  premiers  nombres  sont  i  a, 
2 1 .  La  première  n'offre  pas  de  dérangement  j  la  seconde 
en  oflre  un;  donc 

Pour  calculer  Di,  écrivons  trois  fois  les  permutations  des 
deux  premiers  nombres.  Mettons  un  point  à  la  suite  de 
chacune  des  deux  permutations  et  faisons-le  avancer 
successivement  : 


Remplaçons  le  point  par  le  chiffre  3.  Si  nous  mettons 
ce  chiiTre  à  la  fin  de  la  permutation,  il  n'y  a  pas  de 
dérangement.  Lorsque  nous  le  mettons  au  deuxième 
rang,  nous  introduisons  un  dérangement  et  un  seul. 
Lorsque  le  chiure  3  arrive  au  premier  rang,  nous  intro- 
duisons deux  dérangements.  Donc,  en  désignant  généra- 
lement par  P„  le  nombre  des  permutations  de  n  nombres, 
nous  obtenons  o  -f-  i  -J-  a  dérangements  pour  trois  per- 
mutations de  deux  nombres,  ou  3Pa,  et,  en  ajouUnt  les 
dérangements  provenant  du  tableau  des  permuUtîons 


(')  Traité  d'Algèbre,   i"  âdilion,   p.  i46;  II*  Partie, 
p.  53. 
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(7) 
des  deux  premiers  nombres,  ou  SD^,  nous  avons 

D,=  3D,-i-(i-i-2)P,. 

Pour  calculer  D4,  supposons  formé  le  tableau  des 
permutations  des  trois  premiers  nombres.  Écrivons-le 
qtutre  fois,  en  intercalant  un  point,  comme  précédem- 
ment. Le  nombre  des  dérangements,  D^,  sera  quatre  fois 
dans  le  tableau  :  4Ds-  Au  lieu  du  point  écrivons  le 
chiffre  4-  Quand  le  point  est  à  la  fin,  point  de  dérange- 
ment; quand  il  est  au  troisième  rang,  nous  introduisons 
un  dérangement;  quand  il  est  audeuuème  rang,  nous 
introduisons  deux  dérangements  ;  quand  il  est  au  pre- 
mier rang,  nous  introduisons  trois  dérangements.  En 
somme,  nous  introduisons  pour  six  permutations  de  trois 
nombres,  ou  (1  -(-  2  +  3)P3,  o  -f- 1  -t-  a  -f-  3  dérange- 
ments, et,  en  ajouUnt  A^j,  nous  avons 

Di^4D,-i-(n-2  +  3)P,. 
De  même, 

D,=  5D,-K(n-2  +  3  +  4)Pt. 

Généralement, 

D„^,  =  («-Hi)D,+(i  +  2-t-3  +  4-l-- ■■-(-")?« 
ou 

D„,  =  („  +  .)D.+  ï<î±i>P.. 

En  divisant  cette  dernière  équation  par  (n  -f- 1  )  Pn=  Pn+n 
il  vient 

et,  en  remplaçant  successivement  dans  cette  formule  n 
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(«) 

par  1,  2,  3,  . . ., 


D,__D^,      n  — 1 
P„  ~  P„_,  "*"     2 

Si  nous  additionoons  membre  à  membre  ces  différeates 
équations,  il  vient,  puisque  Di  =  o, 

D„_  1  +  3  +  3  +  ..  ■  +  </(  —  i) 
P»~  a 

ou 

4  a 

Ainsi,  le  nombre  total  des  dérangements  est  égal  à 
la  moitié  du  produit  du  nombre  des  permutations  pol- 
ie nombre  des  combinaisons  des  n  nombres  deux  à  deux. 

Autre  démonstration.  —  G>nsîd^rons  une  permu- 
tation quelconque  Pni  écrivons  à  c6té  la  permutation 
renversée  :  à  un  dérangement  de  la  première  dans  une 
combinaison  de  deux  nombres  correspond  un  non-déran- 
gement de  la  seconde.  Donc,  si  l'on  écrit  le  tableau  des 
permutations  de  n  nombres,  puis  à  c6té  le  tableau  des 
permutations  dans  l'ordre  renversé,  te  nombre  des  dé- 
rangements dans  le  premier  tableau  est  égal  au  nombre 
des  non-dérangements  du  second,  et  réciproquement. 
Mais,  dans  cbacune  des  permutations  du  premier  et 
du  second  tableau,  le  nombre  des  dérangements  et  des 
nou'dérangements  est  égal  au  nombre  des  combinaisons 
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(9) 
de n  objets  pris  deux  àdeux,oaC^i  par  suite,  le  nombre 
total  des  dérangements  ou  des  non-dérangements  est 
égal  à  PnC^.  Mais  le  nombre  des  dérangements  de  l'un 
égale  le  nombre  des  non-dérangements  de  l'autre,  et  in- 
versement; donc 

D„  :=    -"— =  ■  C.    Q.    F.    D. 


SliR  U  DÉFORMATION  DU  GACHS-POT; 

Pab  m.  Edouard  LUCAS. 


Le  cacbe-pot  est  formé  de  fils  de  fer  ou  de  baguettes 
rectilïgnes  articulées  en  chacun  de  leurs  points  de  ren- 
contre. H  présente  la  forme  générale  d'un  byperboloïde 
à  une  nappe  ;  les  baguettes  sont  des  génératrices  recti- 
lignes  de  cbacun  des  deux  systèmes. 

M.  Cajley  a  démontré  que,  si  l'on  déforme  ce  modèle 
d'hyperboloïde,  on  obtient  un  byperboloïde  bomofocal 
au  premier,  en  superposant  les  directions  des  axes.  En 
eQèt,  soit  rbyperboloïde  ayant  pour  équation 


considérons  deux  points  P  et  Q  de  cet  byperboloïde  et 

désignons  leurs  coordonnées  par  Xi,jr,,  z,  et  Xi,  ^i,  Zf 

Posons 

Xi  —  a%u    y,  —  b%,    z^  —  c-^t, 
iCx=:aat,     ^i=6pi,     St^^Cfx', 

nous  aurons  les  équations 

(■)  -!  +  P!-iî  =  ', 
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De  plus,  si  les  deux  points  P  et  Q  sont  sur  une  mftme 
gén^atrlce,  en  exprimant  que  le  plan  tangent  en  P  con- 
tient le  point  Q,  on  aura 

(3)  -,«.+  p.p,_-r,T.-i. 

La  distance  S  des  points  P  et  Q  est  fournie  par  l'expres- 
sion 

8>^a'(»î-.i)+fc»(PÎ-pî)  +  c'(YÎ-YÎ). 

Considérons  un  second  liyperboloïde  ayant  même 
centre,  mêmes  directions  d'axes  que  le  premier,  et  pour 
longueurs  de  ses  axes  des  quantités  a',  b',  d  telles  que 

a"  -  a'  ^  ft'»  —  f  =  c»  —  c"  =  X. 

Désignons  par  P*  et  Q*  les  points  correspondant  à  P 
et  Q,  c'est-à-dire  ayant  pour  coordonnées 

a;'i=  c'a,,    y\  —  b'^^,    a,—  c'f„ 
a!'j=a'«„    y\—b'%,     a',— c'y,. 

La  relation  (3)  étant  vérifiée,  les  points  P*  et  (^appar- 
tiennent à  la  même  génératrice;  de  plus,  en  désignant 
par  S' la  distance  P'Q',  nous  aurons 

!'■  =  <,■■(.;-.•) +  6"(P;-K)  +  <:-(y!-t!)- 

Par  suite, 

'-^^  =  ("î-«Î)  +  (?Î-?Î)-Cyî-ïî)- 

Mais,  en  retrancliant  (a)  de  (i),  on  voit  que  te  second 
membre  de  la  relation  précédente  est  nul  ;  donc 
P'Q'=  PQ. 

Donc,  si  l'on  considère  sur  le  premier  hyperboloïde 
un  quadrilatère  PQRS  et  sur  le  second  byperboloïde, 
obtenu  par  la  déformation  du  premier,  le  quadrilatère 
P'Q'R'S^,  formé  par  les  points  P',  Q*,  R',  S'  correspon- 
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dant  à  P,  Q,  R,  S,  ce  quadrilatère  est  tel  que 

P'Q'=PQ,    Q'R'^QR,     R'S'=RS,     S'P'  =  SP. 

U  eu  résulte  que  tout  quadrilatère  gauche  PQRS  peut 
se  déformer  sans  changer  la  longueur  des  cAtés  suivant  le 
quadrilatère  correspondant  de  l'hyperboloïdehomofocal. 
c.  Q-  F.  D. 


CONSntCCTION  DE  LA  PiRABALE  OSCILATRICB  EN  UN  POINT 
B'UNB  COURBE; 

Pak  m.  g.  KŒNIGS, 
Él^e  A  l'École  Normale  sopirieure. 

Je  m'appuierai  sur  le  théorème  suivant,  qui  est  bien 
connu  : 

Le  rayon  de  courbure  dans  la  parabole  est  égal  au 
double  du  segment  compté  sur  la  normale  à  partir  de 
son  pied  jusijuau  point  où  elle  rencontre  la  directrice. 

Soient  M  un  point  d'une  courbe,  MTIa  tangente  et  C  le 
centre  de  courbure-,  menons  une  corde  mn  parallèle  à  la 
tangente  et  rencontrant  la  courbe  aux  points  m  et  n,  voi- 
sins du  point  M  ;  considérons  la  parabole  effective  qui 
passe  par  les  points  m  et  n,  et  qui  est  tangente  en  M  à  MT. 
I  désignant  le  milieu  de  mn,  MI  est  le  diamètre  de  cette 
parabole  conjugué  de  la  direction  de  cordes  MT.  Cela 
posé,  faisons  tendre  mn  vers  MT,  la  parabole  tend  k  se 
confondre  avec  la  parabole  osculatrice,  et  MI  tend  vers 
la  tangente  MP  au  point  M  à  la  courbe  lieu  du  point  I. 

Ainsi  : 

Le  diamètre  de  la  parabole  osculatrice  en  M,  con~ 
jugué  de  la  tangente  MT,  est  la  tangente  au  point  M  à 
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la  courbe  lieu  des  points  milieux  des  cordes  parallèles 
AMT. 

D'ailltiurs,  si,  sur  la  normale  et  eu  seus  inverse  de  MC, 
uous  portons  une  longueur  I\'ID  ^  {MC,  nous  obtenons 
en  D  un  point  de  la  directrice  :  la  perpendiculaire  DH 
abaissée  sur  MP  est  donc  cette  directrice. 

On  aura  le  foyer  F  en  cherchant  sur  le  cercle  de 
centre  M  et  tangent  à  DH  un  point  tel  que  les  angles 
CMP  et  CMF  soient  égaux. 


SOLUTrON  GÉOMËTRIQUB  D'UNE  QUESTION  PROPOSÉE  EN  1879 
Al  CONCOURS  D'AGRÉGATION  POUR  L'ENSEIGNEMENT  SE- 
CONDAIRE SPÉCIAL; 

Par  m.  Léonce  LEBRUN, 
Ëlcve  au  Prjtanée  militaire  de  La  Flèche. 

Trouyer  la  perspective  d'une  Jiélice,  le  tableau  étan 


perpendiculaire  à  son  axe  et  le  point  de  vue  S  élant  sur 
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La  perspective  d'un  point  M  se  trouve  sur  le  rayon  vi- 
suel MS,  dans  le  plan  du  tableau  et  dans  le  plan  diamé- 
tral du  cylindre  passant  par  M.  Ce  sera  donc  M'. 

La  tangente  à  la  courbe  perspective  sera  l'intersection 
du  plan  du  tableau  avec  le  plan  tangent  au  cône  le  long 
de  la  génératrice  MS.  Cette  tangente  en  M'  passe  donc 
par  la  trace  de  la  tangente  à  l'hélice  en  M  sur  le  plan 
du  tableau.  Ce  sera  donc  M'T. 

Joignons  M'T  et  prolongeons  jusqu'à  la  rencontre  avec 
la  parallèle  à  AT  menée  par  O,  c'est-à-dire  jusqu'en  H  ^ 
je  vais  démontrer  que  OR  =  const. 

Les  deux  triangles  M'OR  et  M'AT  sont  semblables  et 
donnent 

OR       OM' 
AT  ~  ÀM'  ■ 

Les  deux  triangles  M'AM  et  M'OS  donnent  de  même 

0M'_  OS 
AM'  "AM" 


Mais,  puisque  M  est  un  point  de  l'hélice, 


AM  '  ' 

donc  OR  est  constant. 

Mais  remarquons  que  OR  est  la  sous-tangente  de  la 
perspective  de  l'hélice  au  point  M'  si  O  estlepMe,  carR 
est  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  avec  la  perpen- 
diculaire au  rayon  vecteur  menée  par  O. 

La  perspective  est  donc  une  courbe  telle  que  sa  sous- 
tangente  est  constante  :  c'est  donc  une  spirale  d'Archi- 
mède. 
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SOLUTIAN  D'UNK  OUBSTION  PROPOSÉS  EN  I87(  AU  CM- 
CODRS  ENTRE  LES  CLASSES  BE  HATBÉHATIQUES  SPÉCIALES 
SB  L'ACADÉMIE  DE  DOUAI  ; 

Par  h.  a.  HILAIRE, 
Professeur  au  lycée  de  Donai. 


A,  6,  C,  D  écarit  les  pieds  des  quatre  normales  à  une 
ellipse  donnée,  issues  d'un  même  point  P,  on  suppose 
tjue  le  point  P  je  déplace  de  manière  que  la  corde  AB 
conserve  une  direction  constante,  et  on  demande  le  lieu 
des  centres  des  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC 
et  ÂBD. 

Soient  a'jf*-)-  b'x^ — a'b'=  o  l'équation  de  l'ellipse 
donnée,  jr — mx  —  n  =  o  l'équation  de  la  droite  AB 
dans  une  de  ses  positions^  la  droite  CD,  si  elle  était  in- 
dépendante de  AB,  aurait  une  équation  de  la  forme 
px-hqy-hr  =  o,  et,  en  admettant  que  p,^,  r  con- 
tiennent implicitement  un  même  facteur  indéterminé, 
V  équation 

(i)  a*}'*-^ b^x'—  a^f-h (y  —  ma;  —  n){px-hgy -^ r)^a 

représenterait  une  conique  quelconque  passant  par  les 
quatre  points  A,  B,  C,  D.  Pour  avoir  l'équation  véritable 
de  CD,  j'exprime  que  la  conique  (i)  se  confond  avec 
l'hyperbole  équilatére  gui  doit  contenir  les  pieds  des 
quatre  normales  :  il  suffit  d'écrire  que  dans  l'équation  (i) 
les  coefficients  de  x'  et  de  ^'  sont  nuls,  ainsi  que  le 
terme  indépendant. 
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J'ai  ainsi 

a*-\-g^=o,    d'où 

é' —  mp  —  o, 


L'Àjuation  de  CD  est  donc 


C  et  ly  étant  les  points  symétriques  de  C  et  D  par 
rapport  au  centre  de  l'ellipse,  la  figure  CDCiy  est  un 
parallélogramme  concentrique  à  l'ellipse,  et,  d'après  le 
théorème  de  Joachimstlial,  les  cercles  circoDscrits  aux 
triangles  ÂBC  et  ABD  passent  respectivement  par  les 
points  D*  et  C. 

Or  il  est  facile  d'avoir  l'équation  du  système  des  paral- 
lèles eu,  DC. 

En  effet,  l'équation  du  système  des  parallèles  CD,  C'iy 
étant  évidemment 

l'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points 
de  rencoutre  de  l'ellipse  et  de  ce  premier  système  est 

(a)  X(aV+ô'^'-a>&»)-[(^3;-a'^y-^l  =  o. 

J'écris  la  condition  pour  avoir  une  conique  du  genre 
parabole  : 

~  +  («'- Xû*)  ('xi»~  — ^  -  o 
ou 
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Celte  condition  se  dédouble  en  >.  =  o,  qui  donne  le 

système  CD,  CCy,  etX^û'H ;i  qui  correspond  au 

système  Ciy,  DC". 

On  a  donc,  pour  équation  de  ce  dernier  système, 

-[[Ti  —  '-'r)  --!?-]='>. 

— ^/*  4-  a'  6'  a;*  +  3  —  j;jk  h ^ a'  fr'  I  a*  h ï  1 = <>. 

ou,  en  divisant  tout  par  a^  b', 

ou,  en  posant 

(3.  '-".•[(-^)-"-^]. 

D'après  cela,  l'équation  générale  des  coniques  circon- 
scrites à  l'un  des  quadrilatères  ABCD*  ou  ÂBDC  est 

a*^'-t-i'^'  —  a'6'4-(i(/  —  mx  —  n)(j  + nia;it:n')  —  o. 

Cette  équation  représentera  un  cercle,  puisqu'il  n'y  a 
pas   de    terme    en    xj^    si    a^'+-y.=  b^ — [t  m*,  d'où 

[ji  = j  •  On  remplacera  [a  par  sa  valeur  et  l'équa- 
tion ne  contiendra  plus  que  les  indéterminées  n  et  n'. 
Représentons-la  par 

(4)  /(,r,.y)=.o. 


D.nt.zedbïGoOglc 


(  '7.) 
Le  centre  est  âônné  par  les  deux  équations 

(5)  /'(^)-o. 

(6)  ./'(y)-o, 

qui  contiendront  aussi  les  iudë terminées  n  et  V;  donc, 
pour  avoir  l'équation  du  lieu,  il  n'y  a  qu'à  éliminer  n 
et  n'entre  les  équations  (5)  et  (6)  et  ta  relation  (3). 

L'élimination  est  immédiate,  car  les  équations  (5) 
et  (  6  )  ne  contiennent  n  et  n'  qu'au  premier  degré. 


SOLUTION  DB  LA  QDESTIOM  DK  H&TBËMATIQIIES  SPÉCIALES 
PROPOSÉE  AU  COItCOtlRS  GÉNÉRAL  DB  1878; 

Pau  m.  Carlos  MICHAUX, 
ElÉre  du  Ijcée  de  Douai  (classo  de  M.  Caillot). 


Les  droites  A'OA,  B'OB,  C'OC  sont  trois  eixes  de 
coordonnées  rectangulaires  ;  onsupposeOA'=  OA  =  n, 
OK^  OB  =  b,  0C'=  OC  =  r. 

Déterminer  :  i°  le  lieu  des  axes  de  révolution  des  sur- 
faces de  révolution  du  second  degré  qui  passent  par  les 
six  points  A',  AjB*,  B,  C,  C-,  a"  le  lieu  des  extrémités  J) 
de  ces  axes. 

On  construira  la  projection  du  lieu  du  point  D  sur  le 
plan  AOB,  en  supposant  a'^c'^b^  et  l'on  partagera 
la  courbe  en  arcs  tels,  que  chacun  d'eux  corresponde  à 
des  surfaces  de  même  espèce. 

L'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  pas- 
sant parles  six  points  A',  A,  B',  B,  C,  C  est,  en  suppo- 
jiiin.dt  IUathémitt.,t'»étie,t.XX.  (JanTier  iS8i.)  3 
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sant  le  terme  indépendant  diSérent  de  zéro, 


—  +  jl  +  -i  -t-aBj'j-H  aB'a:;  +  aB'j-/—  i^  o. 
Lorsque  )a  surface  est  de  révolution,  l'équation 


qui  donne  les  plans  cycliques,  devient  l'une  des  équa- 
tions 


(v/ï 


Ces  équations  représentent  les  plans  principaux  paral- 
lèles aux  axes  des  surfaces  considérées  :  les  axes  seront 
donc  donnés  par  les  équations 


En  éliminant  ta  variable  S,  on  obtiendra  facilement  le 
lieu  des  axes  : 

C'est  un  cane  du  second  degré  rapporté  à  ses  axes  et 
sur  lequel  on  peut  placer  un  trièdre  trirectangle. 

Les  sommets  se  trouvant  à  l'intersection  de  l'axe  et 
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de  la  surface,  les  coordonnées  de   ses  points  doivent 
satisfaire  aux  équations 


(0 


P  représentant  le  carré  de  la  demi-longueur  de  l'axe. 
Mais,  1  +  r:  +  ^  étant  un  invariant,  on  a 


a-       6'       c'       P  ' 

puisque  S  est  l'inverse  du  carré  du  rayon  du  parallèle 
dont  le  plan  passe  par  le  centre. 

En  tenant  compte  de  cette  relation,  les  équations  (  i  ) 
deviennent 


En  éliminant  S,  on  obtiendrait  aisément  les  équations 
du  lieu  i  mais  il  est  préférable  de  construire  immédiate- 
ment la  projection  sur  le  plan  des  xj^,  au  moyen  de  la 
variable  auxiliaire  S. 

Pour  partager  en  arcs  correspondant  à  des  surfaces 
de  même  espèce,  nous  remarquons  d'abord  que  des  el- 
lipsoïdes et  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  peuvent 
seuls  donner  des  points  réels  ^  nous  distinguerons  ces 
deux  surfaces  par  le  signe  de  S,  S  étant  négatif  pour  des 
bypcrboloïdes  et  positifs  pour  des  ellipsoïdes,  puisque  le 
parallèle  dont  le  plan  passe  par  le  centre  est  imaginaire 
dans  le  premier  cas  et  réel  dans  le  second. 
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On  construit  facilement  les  deux  courbes  que  l'on  ob- 
tient en  supposant 

.1°      Tï<^+-^-  2°      Ti  >  —  +  T 


-  Ellipsoïdes. 
'  Hyperbololdes. 


-  La  mime  queslioo  a  été  résolue  par  M.  Marcl-Blanr. 


SOLO-nON  DE  U  QUESTION  K  HATIItHATIQlIBS  SPfiCULKS 
PROPOSÉE  AU  CONCOURS  dUtUi  DE  4819; 

Par  m.  J.  GRIESS, 

Maître  répétiteur  au  lycée  d'Alger. 


On  donne  un  hyperboloïâe.  Par  un  point  P  pris  dans 
le  plan  de  l'ellipse  de  gorge  on  mène  une  parallèle  à 
une  génératrice  quelconque,  et  l'on  considère  le  cylindre 
de  révolution  qui  aurait  pour  axe  cette  parallèle  et 
passerait  par  la  génératrice.  Ce  cylindre  coupe  l'fiy- 
perboloïde  suivant  une  courbe  qui  se  projette  sur  le 
plan  horizontal  sui^'ant  une  courbe  du  troisième  degré. 
Cette  courbe  du  troisième  degré  possède  un  point  double 
dont  on  demande  le  lieu. 
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Soient  a,  p  les  coordonnées  du  point  P  par  rapport 
au  centre  de  l'hyperboloïde.  L'équation  de  l'iiyperbo- 
loïde  éunt 


les  équations  d'une  génératrice  quelconque  sont 
1  — =  sin^  —  -cosf  ) 


Prenons  le  point  P  pour  origine  j  ces  équations  de- 
vienneut 


Les  équations  d'une  parallèle  menée  par  P  sont 


Pour   former  l'équation  du  cylindre,  prenons  une 
sphère  dont  le  centre  est  l'origine 

j:'  -i-  /*  +  s'  —  ?'  —  o , 

et  écrivons  l'équation  du  cylindre  circonscrit  suivant  le 
plan  diaaétral  perpendiculaire  à  la  génératrice.  L'équa- 
tion de  ce  plan  est 

—  aj:  coi9 -t-  by  sirtf -i- c  i  ^  o , 
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et  celle  da  cylindre  sera 

(^'-H  j'  -1-5'  — p*)(«'  cos'if -1-  i*  ain'ç  +  c') 

— X"-^  *">*?  —  ^/  sinç  — C3)'i-;.o. 

Le  rajan  p  de  celte  sphère  sera  la  dislance  du  point  P 
à  la  génératrice  de  l'hyperboloïde.  Or,  la  distance  d'un 
point  (x,  y,  z)  i  la  droite 

est  donnée  par  la  formule 

(^_e,-_p)»H-fy-fca-y)«^[-fefx-/.)-fl(v-y)]' 
a'  -I-  b'  -hi 

Comme  P  est  l'origine,  celle  formule  se  réduit  à 

ra'  -,-  6* ,-  1 
Ed  mettant  les  équations  de  G  sous  la  forme 


l'expression  de  p*  sera  donc 


a-cos'çH-6'sin-? 

C                 '  ' 

c'[(as 

ini^' 

!•)•- 

■    [Èc-O 

,sç_P).]^ffr5i„ç(„,i„s_,).,„ 

r:os?(6ci 

«?-?)!* 

a:^'^-.-b'.in',-.c' 

c'fin  SI 

in? 

«)■ 

-,   (ft  , 

rosç-p)']-.   (oft-frasinç-ap. 

:o»9)' 

Le  point  double  étant  la  projection  de  deux  points  de 
là  courbe  situés  sur  la  même  verticale,  il  est  clair  que  le 
milieu  de  cette  corde  appartiendra  aux  deux  plans  dia- 
métraux conjugués  des  cordes  verticales  dans  les  deux 
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surfaces.  Dans  l'hyperboloïde,  ce  plan  diamétral  est  le 
plan  de  l'ellipse  de  gorge.  Dans  le  cylindre,  il  sera 
donné  par  l'équation^  =  o.  Il  est  clair  que  dans  le  cas 
actuel  l'intersection  des  deux  plans,  étant  située  dans  le 
plan  de  projection,  ira  passer  par  le  point  douLlc. 
Ona 

/;  —  =(«>  cos*?  -i-é*sin»ç-+-c*) 

-i-  2&(aa;  cosç—  by  sînç  —  cz):=o. 

En  faisant  dans  cette  équation  z  =  o,  on  aura  ta  droite 
chercbée:  c'est 

ax  coso  =^  by  sinœ. 

On  voit  qu'elle  est  perpendiculaire  à  la  projection  de 
la  génératrice  donnée. 

Concevons  maintenant  qu'en  tous  les  points  de  cette 
droite  noos  élevions  des  perpendiculaires  ;  quand  nous 
arriverons  au  point  double,  la  perpendiculaire  corres- 
pondante rencontrera  les  deux  surfaces  en  deux  points 
communs,  situés  d'ailleurs  symétriquement  par  rapport 
au  plan  des  xj^.  Les  équations  aux  a  des  points  d'inter- 
section de  cette  perpendiculaire  avec  les  deux  surface  dc- 
Tront  donc  avoir  les  mêmes  racines.  C'est  en  écrivant 
cette  condition  que  nous  aurons  le  lieu. 

Une  perpendiculaire  au  plan  des  xj-  en  un  point  de 
la  droite 


a  pour  équations 

^     _     .r     _^ 

b  sinç       a  coso         ' 

).  variant  à  mesure  que  le  point  se  déplace  sur  la  droite. 
On  tire  de  là 

X  ^=  by.  sinç,     yT^aX  cos^. 

Remplaçant;!:  et  jr  par  ces  valeurs,  l'équation  de  l'byper- 
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boloïde  devient 

-■ -^L      â^      "^ — b^ 'J' 

Portant  ces  mêmes  valeurs  dans  l'équation  du  cylindre, 
il  vieut 

(ft'l'  sin'ç  +  a*X'  cos'ç -+-  s'  —  p'} 
x(«'cos«o-i-*'sin'ç-(-c') 
—  {ab\  sînç  cosip  —  ab\  siu^  cos^  —  c-ï)*  ^  o 


z*{a*  cos*ç  M-  i'  siii'if) 

— ■p'(a'  cos*ç-i-  fe'  sin'ç  -i-  c') 

Or, 

p'(a'  cos'ç  ■+-  6*  sin'»  -h  c') 

-  (^[(««'"T-'V  +  CfrcosT  — ?'] 
-(-  (On  sinç  +  ap  cos»  —  ai)'. 

Remplaçant  et  écrivant  que  les  deux  valeurs  de  z'^  sont 
égales,  il  vient 

L      «*  *'  J 

—  X'(a*  cos'!j>  +  **  ain*¥  +  c'). 

Cette  équation  est  du  deuxième  degré  en  X.  Il  semble 
donc  que  sur  chaque  droite  d'intersection  des  plans  dia- 
métraux il  y  ait  deux  points  doubles,  ce  qui  est  impos- 
sible dans  une  courbe  du  troisième  degré. 

Or,  considérons  le  point  A,  projection  du  point  P  sur 
la  projection  horizontale  G' de  la  génératrice.  Sien  ce 
point  j'élève  une  perpendiculaire,  cette  perpendiculaire 
rencontre  la  génératrice  G  et  sa  symétrique  en  deux 
points  qui  sont  aussi  situés  sur  le  cylindre.  Donc  une 
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des  valeurs  de  X  correspond  au  point  A  et  l'autre  corres- 
pond au  point  double.  Mous  pouvons  trouver  la  valeur 
de  y.  relative  au  point  A .  Ce  point  est,  eu  effet,  défini  par 
les  équations 


En  écrivant  que  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
droites  satisfait  aux  équations 


nous  aurons  la  valeur  de  "K.  En  éliminant  j:  et  /  entre 
ces  deux  dernières  et  la  seconde  des  premières,  on  a 


1(6'  siii*if  +  a'  cos'if)  =  aé-—  ôasinç  —  a^cosç, 
ab —  bu  sin<f  —  a^  cos» 

Si  donc  nous  retranchons  cette  valeur  de  la  somme 
y  -+•  \"  fournie  par  l'équation  du  second  degré,  il  nous 
restera  la  valeur  de  X  relative  au  point  double.  Cette 
équation  du  second  degré  s'écrit 

-(a' 6'  cos'ç  -t-  6' a*  sin'ç  +  ô'c*  sîn'if  -|-  a^c*  cos'o  +  a*b*c*' 


'(^ 


La  valeur  cherchée  est  donc 


t^b'(a'  cos*<f-i-fr*  sin'f)'i-c'*{a*cos''f-rb'sin'f-}-a*b') 
ib—bx  siny  —  a  P  oos ip 
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n  suiBt  maÏDienant,  pour  trouver  l'ëquation  du  lieu, 
d'éliminer  X  et  ^  entre  cette  équation  et  les  équations 


On  tire  de  ces  dernières 


En  posant 


v/fl'x'H-i'/'-*. 


ab  '       ■  X-  ■         ^■ 

En  substituant  dans  la  valeur  de  X,  il  vient 


<"■¥-»'?¥) 


-fr(»'+7') 


*  —  aa:  —  3  V 
ou  bien 

—  (a^  + §7)(a'é' -+- a*c*  +  é'c»} 

-t-(a'fc'  -i-(ï*c'  +  i'c')<  —  o. 


D.nt.zedbïGoOglc 


(  ':) 

Faisons  passer  A  dans  le  second  membre,  élevons  au 
carré  et  divisons  par  (a*i'c')';  il  vient 

;i+è-3>-'>+^')+"(j.-p-?)-^R'-(p-i-5)]' 

=  (?  +  ïi  +  3)'('"-'  +  '-^'>- 

C'est  une  courbe  du  quatrième  degré  possédant  un  point 
double  à  l'origine. 
ffole.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  A.  Leinekugel. 


SOLVTION  DE  U  QUBSTlOill  PROPOSÉE  EN  1879,  POUR 
L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  NORMALE  SVPÊRIEDKE; 

Par  m.  J.  GRIESS, 
Maître  répétiteur  au  lycée  d'Alger. 


Etant  donné  un  tétraèdre  OABC  défini  par  l'angle 
trièdre  O  et  les  longuews  ^a,  4^<  4^  des  trois  arêtes 
OA,  OB,  OC  : 

1"  Démontrer  que  l'ellipsoïde  qui  admet  pour  dia- 
mètres conjugués  les  trois  droites  qui  joignent  les  mi- 
lieux des  arêtes  opposées  deux  à  deux  est  tangent 
aux  six  arêtes  du  tétraèdre. 

a"  Trouver  l'intersection  de  cet  ellipsoïde  et  de 
l'hyperboloïde  engendré  par  une  droite  mobile  qui 
s'appuie  sur  trois  droites  menées  l'une  par  le  milieu 
de  OA  parallèlement  à  OC,  la  seconde  par  le  milieu 
de  OC  parallèlement  à  OB  et  la  troisième  par  le  mi- 
lieu de  OB  parallèlement  à  OA. 

3*  Par  chacun  des  points  oit  la  droite  mohite  perce 
la  surface  de  l'ellipsoïde,  on  mène  un  plan  parallèle 
au  plan  tangent  en  l'autre  point:  démontrer  que  ces 
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deux  plans  passent  par  le  centre  de  l'ellipsoïde  et  trou- 
ver le  lieu  de  leur  intersection. 

1°  Soient  S,  P,  M  les  milieux  des  arêtes  OA,  OB,.OC 
et  K,  Q,  N  les  milieux  des  arêtes  BC,  AC,  AB  (le  lec- 
teur est  prié  de  faire  la  figure).  Considérons  l'ellipsoïde 
qui  a  pour  diamètres  conjugués  les  droites  MN,  PQ,  RS 
qui  se  coupent  en  K;  je  dis  qu'il  est  tangent,  par  exemple, 
à  BC.  Eu  efiet,  le  plan  MPQIV  contient  deux  diamètres 
conjugués  de  RS;  c'est  donc  son  plan  diamétral  conju- 
gué, et,  par  suite,  le  plan  tangent  en  R  est  parallèle  à 
MPQN.  D'ailleurs,  MP  et  QN  sont  parallèles  à  BC  ;  BC 
est  donc  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  de  RS,  et, 
par  suite,  elle  est  contenue  dans  le  plan  tangent  en  R. 
Donc  BC  est  tangente  k  l'ellipsoïde.  Remarquons  que,  si 
l'on  cherche  la  section  de  cette  surface  par  le  plan  ABC, 
ce  sera  ime  ellipse  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle 
en  leurs  milieux. 

Formons  l'équatton  de  l'ellipsoïde.  Les  équations  des 
trois  plans  diamétraux  sont  : 

MNPQ...     cj-i-  ft=  —  2fcc  =  o, 

PQRS. . .      b^-i-ay  —  2ab^o, 

MRSN...     ex  -H  as  —  2ac  — o. 

L'équation  de  l'ellipsoïde  sera  donc  de  la  forme 

(cy  -^  bz  —  i  bc)        {c.T  -<r  as  —  iacY 
^  -,  +  p. 


Exprimons  que  cette  surface  passe  par  M,  a;  =  o,  )  =0, 
s=  2C,  il  vient 

on  aurait  de  même 
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de  sorte  qae  l'équation  devient 


Remarquons  qu'elle  admet  pour  centre  lepoint  (a,  b,  c); 
transportons  l'origine  en  ce  point  :  l'équation  devient 


a"  Menons  les  trois  droites MR,  PN,  QSqui  doivent  être 
les  trois  directrices  de  l'hyperboloide.  Je  remarque  que  la 
droite  MQ  qui  rencontre  MR  et  QS  est  parallèle  à  PN  ; 
c'est  donc  une  génératrice  du  second  système.  Il  en  est 
de  même  des  droites  NS  et  PR.  Remarquons  que  les  plans 
tangents  en  M  et  N,  P  et  Q,  R  et  S  sont,  par  conséquent, 
parallèles  deux  à  deux;  l'hyperboloîde  a  donc  le  même 
centre  que  l'ellipsoïde. 

Cherchons  ta  section  de  cet  hjperholoïde  par  le  plan 
ABC;  elle  contiendra  les  trois  points  R,  Q,  N.  La  tan- 
gente en  Q  est  l'intersection  du  plan  tangent  en  ce  point 
avec  la  face  ABC.  Or  ce  plan  tangent  est  le  plan  des 
droites  MQ  et  QS,  c'est-à-dire  la  face  OÂC.  La  tan- 
gente est  donc  AC.  On  verrait  de  même  que  les  tangentes 
en  R  et  N  sont  les  droites  BC  et  AB.  Donc  la  section  est 
l'ellipse  inscrite  dans  ABC  et  tangente  aux  milieux  des 
côtés. 

Si  l'on  rapproche  ce  résultat  de  celui  qu'on  a  obtenu 
pour  l'ellipsoïde,  on  voit  que  les  deux  surfaces  ont  cette 
ellipse  en  commun,  et  par  suite  se  pénètrent  suivant 
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deux  courbes  planes.  La  seconde  est  une  ellipse  égale  à 
la  première  et  symétrique  par  rapport  au  centre  K.  Elle 
est  circonscrite  au  triangle  MPS. 

Cherchons  l'équation  de  l'byperboloïâe.  Un  plan  pas- 
sant p«r  MR  aura  pour  équation 

un  plan  passant  par  QS, 

Exprimons  que  la  droite  définie  par  ces  deax  équations 
rencontre  PN, 

on  trouve 

D'ailleurs, 

~       X      '        '  "       y       ' 
on  a  donc 


Transportons  l'origine  au  centre  a,  b,c  : 

Effectuant  et  divisant  par  abc,  il  vient 

YS       a:s       xy 

V^4-  —  -t-^-HI  — O. 

Ajoutons  cette  équation  à  celle  de  l'ellipsoïde;  il  vient 
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L'intersection  se  compose  donc  bien  de  deux  courbes 
planes  symétriques  par  rapport  à  l'origine.  Pour  démon- 
trer que  ce  sont  les  ellipses  circonscrites  à  MPSetRQN, 
menons,  par  K,  IH  parallèle  à  OC,  rencontrant  en  I  la 
face  ABC  et  en  H  la  face  OAB:  on  a 


IK^ 


QS  _  OC  _ 


4 

On  aurait  de  même,  sur  des  parallèles  menées  par  K  aux 
deux  autres  axes,  les  longueurs  a  et  b.  L'équation  du 
plan  ABC  ou  RQN  est  donc 


3"  Soient  x,  ,/i,  ;, ,  j:-,,  y ,,  z^  les  coordonnées  des  points 
de  rencontre  de  l'une  des  génératrices  de  l'bjperboioïde 
avec  l'ellipsoïde.  Le  plan  mené  par  le  premier  point 
parallèlement  au  plan  tangent  au  second  a  pour  équa- 
tion 

La  condition  pour  que  ce  plan  passe  par  le  centre  est, 
en  prenant  les  équations  rapportées  à  K  comme  origine, 

ou,  en  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  valeurs  (/'dési- 
gnant le  premier  membre  de  féquation  de  l'ellipsoïde). 


fl (iS}  +-ll  ^h\ 
a  \  a  b        c  ) 


b\  b 


Remarquons  que  les  deux  points  considérés  appar- 
tiennent à  l'intersection  des  deux  surfaces  et  sont  situés 
l'un  dans  le  plan  RQN,  l'autre  dans  le  plan  PMS.  On  a 
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donc 


(3) 


En  tenant  compte  de  ces  relations,  la  condition  ci-defr- 
sus  peut  s'écrire 


it\  -Il  j-i        ji.rt    ,    -L  -1  __, 

w)  .  — .-  +  -ïi- + -^-'■ 

Exprimons  maintenant  que  les  deux  points  considérés 
sont  sur  une  même  génératrice  de  l'hyperboloïde.  Pour 
cela,  il  sufGra  d'exprimer  que  le  point(xï,j'ï,  Zj)  est 
dans  le  plan  tangent  à  l'hyperboloïde  au  point  (x,  ,^, ,  Zi)- 
Ce  dernier  a  pour  équation 

a\b         c )       b\a         c }       c\a         b } 
et  la  condition  demandée  sera 

ic,  Vi  +  .r,,Vi       j;,=,-^j,,r,       .VtSi  +  Si.ri    , 


(4)- 


Faisons  maintenant  le  produit  des  équations  (  i  )  et  (  a] 


Tenant  compte  de  (4)i  cette  relation  s'écrit 
On  retrouve  la  condition   (3).   Comme  celle-ci   n'est 
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(ju'une  transformation  de  la  relation 

^./;.+/./;,+=./.',-o. 

cette  dernière  est  elle-même  vérifiée.  D'ailleurs,  on  aura 
aussi,  par  symétrie, 

Donc  le  second  plan  passe  aussi  par  le  centre. 

L'intersection  de  ces  deux  plans  a  donc  pour  lieu  nu 
cône  dont  le  sommet  est  au  centre.  Je  dis  que  ce  cône  est 
du  second  degré.  En  efiêt,  si  nous  considérons  l'inter- 
section des  plans  tangents  en  {xi,_j'i,  z^)  et  (j^n^a,  Si), 
celte  intersection  est  la  conjuguée  de  la  génératrice  qui 
passe  par  ces  deux  points,  par  rapport  à  l'ellipsoïde. 
Donc  elle  s'appuie  constamment  sur  trois  droites  fixes 
qui  sont  les  conjuguées  des  directrices  du  premier  hy- 
perboloïde,  et,  par  conséquent,  le  lieu  de  cette  droite 
est  aussi  un  hyperboloïde,  ayant  le  même  centre  que  le 
premier.  Le  lieu  cherché  n'est  autre  chose  que  le  cône 
asymptote  de  cet  hyperboloïde. 

Pour  trouver  son  équation,  prenons  d'abord  les  équa- 
tions des  conjuguées  des  directrices  primitives.  Pour 
cela,  il  suTBt  de  chercher  les  plans  tangents  aux  extré- 
mités de  MR,  de  PN,  de  QS  : 


(a) 


j4nn.  dt  Mathim.,  t*  aéris,  t.  W  (JanYier  i 
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Une  droite  s'appuyant  sur  (i)  vl  (3)  a  pour  équa- 
tions 

Pour  exprimer  que  celle  droite  rencontrela  droite  (a), 
retranchons  ses  équations  l'une  de  l'autre  : 

Tenant  compte  de  (3), 

4  — 4i  — 4|i-o, 

I       -      1   --      H     L.  o. 

Éliminant  X  et  u., 


Transportons  l'origine  au  point  (a,  i,  c)  cl  eflcctuons  \ 
il  vient 

„i-^'l,i        ,.i  "+-    „,.'         it-    '^    au    "^■'— "■ 
L'équation  du  cône  est  donc 

■Il     -i:     £  -u  ^i     -"^-li.  -^  ■11'"-''  - 

Il  passe  par  l'intersection  de  l'ellipsoïde  et  de  l'iiyper- 
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boloïde,  car,  si  l'on  retranche  de  so»  équation  celle  de 
l'ellipsoïde,  on  trouve,  en  divisant  par  a, 

ics       xy        ys 
ac       ab        bc 

C'est  l'équation  de  l'hjperboloïde. 

Noie.  —  MM.  F.  Lebrcton  et  L.  Mandrillon,  «lèves  du  lycée  de 
Besaoçon  (classe  de  M.  Crétio),  ont  eovoyë  deux  excellentes  solu- 
tions, l'une  analytique  et  l'autre  géométrique.  M.  E.  Estienne,  élévc 
du  lycée  de  Bar-le-Duc,  envoie  aussi  une  très  bonne  solution  §éomé- 
irique,  et  M.  A.  Lcinekugel  une  solution  analytique. 


SOLUTION  B'DEIB  QUBSTIOK  BB  LICENCE 

<«CDLTâ    Dl    PAMS,    ,875);     . 

P*R  M.  E.  FAUQUEMBERGUE, 
Maître  répétiteur  au  lycée  de  Saint-Quentin. 


Déterminer  une  courbe  (c)  telle  que  si  l'on  forme 
une  de  ses  transformées  (C)  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques relativement  à  un  pôle  donné  O,  les  rayons 
de  courbure  en  deua:  points  correspondants  m  et  M  des 
deusr  courbes  (c)  et  (C)  soient  dans  un  rapport  donné. 

Donnons  d'abord  une  expression  simple  du  rayon  de 
courbure.  On  a 

ds  _       ds 

X  étaol  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  polaire  et  V 
l'angle  formé  par  la  tangente  avec  le  rajon  vecteur  j  mais 
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d'où,  en  éliminant  ds  et  dH, 


^~cosVdfi-\-coa\d\'~ûa\dr+rcos\d\^d.rsin\ 
Cette  expression,  ou  encore,  en  appelant  p  la  distance 
delà  tangente  à  l'origine,  p= -3— )  est  celle  que  nous 
voulions  obtenir. 

Si  l'on  désigne  par  K  le  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure aux  pointsm(r,  0),  M{R,  9),  l'équation  de  condi- 
tion sera 

rdr  KRrfR 

^''  d.rsin\  "rf.RsinV' 

en  remarquant  que  les  angles  V  en  ces  deux  points  sont 
supplémentaires . 

On  a  d'ailleurs,  par  définition, 
Rr  =  a», 
d'où 


Substituant  dans  l'équation  (i),  elle  devient 
rdr  Ka*rfr 


rf.rsmV 

r>d.-»mY 
r 

On  ûre  de  là 

rf.sinV           r» 
sinV          r(r-- 

-Ko" 
■+Ka-) 

r     '    r 

irdr 
■  +  Ko' 

t,  en  intégrant, 

logsinV: 

=  -l«8' 

■  +  logC(r'+K 

«■) 

s! 

i„V      C„-  +  K»., 
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Égalaal  celle  vateurdc  sînV  à  celle  - 


née  plus  haut,  ou  aura  l'équatiou  différentielle  de  la 
courbe, 


/  ■       *■' 


d'où 

1^_ ir^+^<^^)dr 


(3) 


rvV'-C'(r'+Ka')' 
rdr  ...  dr 


hKa» 


*>  v'r»  — C'(r«-HKà')'  r  v-^'  — C'C-'  +  Ka')» 

Le  premier  terme  du  second  membre  peut  s'écrire 

l'intégrale  est 


v/i  —  4KC»a' 


Le  second  terme  peut  se  mettre  sous  une  forme  ana- 
logue, après  avoir  divisé  liaul  et  bas  par  r*  ; 


V-K^^Kt'li -""'"")<' 


On  trouve,  pour  l'intégrale, 


aKC'a'— 2K'a' 


D.nt.zedbïGoOglc 


(38) 
On  aura  donc,  pour  l'intégrale  de  l'équatioD  (2), 

a(fl  —  B,)  =  arccos  — 


v'i-4Ka'C» 

I  — 2KC»a>-2K»a*C'/-' 
—  arc  C03 ,-    - » 

Qa  étant  la  constante  d'intégration. 

En  prenant  les  cosinus  des  deux  membres,  on  trouve, 
après  des  transformations  connues, 

-aK'a'C»+r»— aC'/* 


-8,)  = 


ti-4Ka'C')r' 


C*r*-^[sin'(e  — 6„)  +  aKa>C»co33(e  — 8,)]r'-(-K»(i'C*=o. 
Telle  est  l'équation  de  la  courbe  demandée. 


RÉDIJCTION  DE  DEUÎ  POLYNOMES  HOXOGËNES  BU  SBGOIÏB 

DEGRt  A  DES  SOMMES  DE  CARRÉS; 

Pak  m.  h.  LAURENT. 


COIfSIDÉRATIOKS  GÉnéftALES. 

Soienty=  S  aijXiXj  et  §■  =  S  bijXiXj  deux  polynômes 
homogènes  du  second  degré  an  variables  J7,,xi, . .  .^„; 
nous  supposons,  comme  on  a  l'habitude  de  le  faire,  que 
l'on  a  entre  les  constantes  a,  b  les  relations  aij  ^  aji  et 
f>ij^  bji  pour  toutes  les  valeurs  i,  a,  3, . .  .,n  de  i  et  j. 
Posons 

^t  —  -fiiri  -^  tnyi  -^  -  -  -  -H  ï),/a, 
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les  Y  désignant  dans  ces  formules  des  coefficients  indé- 
terminés et  j'i,  /„  . . .  ,Xn  de  nouvelles  variaLles.  Les 
fonctions  y,  g  se  transformeront  en  des  fonctions  de 
y^ttjii  •  •  ■  xX"  données  par  les  formules 

^— S6y(Y„j',-i-T„/,4-...-rï,„/„){Yy,7,-i-Tj„...-j„), 
que  l'on  peut  aussi  écrire 

de  sorte  que,  si  l'on  pose 

(3)  Zaiji,f.-jj,-=-.o, 

(4)  laij-l,^1j^r=z  \^, 

(5)  Lfc,jY(^Y>=Bi., 

^  et  V  étant  supposés  fixes  sous  le  signe  S,  on  aura  sim- 
plement 

/—  A,7Î  +  A,/î  4-  ...  -h  A,^;, 
^^B,^;+B»j'î  +  ..--i-B„^;. 

Si  l'on  parvient  à  résoudre  les  équations  (a)  et  (3)  par 
rapportaux  y,y,  les  fonciiousyet g-  pourront  être  ramenées 
à  des  sommes  de  carrés  au  moyen  du  changement  de 
variables  représenté  parles  équations  (  i  ).  Pour  résoudre 
ces  équations,  nous  procéderons  comme  il  suit  :  soient 
yî(xi,j:j, . .  ■,Xa)  la  de  mi-dérivée  dey  relative  à.r^,etg', 
la  demi-dérivée  de  ^relative  à  la  même  variable;  les 
équations  (a)  et  (3)  peuvent  s'écrire  respectivement: 


i*")             Y.^/■|(Yl..T. ^..)  +  ^n/.hm<.,^ 

...,Y..)+--- 

■36b)                Yi^^i<Yi.,Ti..  ■  -  ■,Y'..)-^Yw^t(Yi.,Yi.. 

...,Y..)+--- 

et, comme ellesontlieupour;x=  i,  a, 3,- . . 

,n,  a  faut  en 

tzedbïGooglc 


(  4o) 

conclure 

/.(T...T...---)^/t(ï...-fi }^ 

*'.(Yiv,ï..,...)       5'i('fi"ïiv,...)       ■■■' 

pour  toutes  les  valeurs  i,  a,  3, . .  .,/i  de  v.  Egalons  ces 
rapports  à  unenouvelleiadéterimiiéeX)  nous  aurons 

(/i(Y...Ti.,---)-Vi{Yi"Ti..---)  =  0> 
(6)  j/»(ï>.,T....--)-''.<r.(-f...Y..----)^o, 


Ces  écjuations  détermineront Icsquantîtés^qui  portent 
le  second  indice  v.  EfTaçons,  pour  simplifier,  eet  indice; 
on  pourra  les  écrire  comme  il  suit,  en  remplaçant 
./n/«i  ■  •  -iffug'n  -  ■  ■  parleurs  développements: 

<^h   ' 

(^«.-U„,}Y. 

1     +(«„,~xt„,)r,  +  ----(«.«-î-^«~)Y«     o- 

Commençons  par  éliminer  YnV»'  ■  ■  ■  i""»  nous  aurons 
l'équation  du  n'***"  degré  en  X 


(8)  A  = 


SironappellcX,,),!, . .  ,,Anlesracinesdecetteéquation 
et  si,  dans  les  formules {7),  on  remplace  successivement  X 
par  ).|,).i, . .  •>''„,  elles  feront  connaître  les  valeurs  des 
rapports  Yi  '  Y»  •  T»  •  ■  ■  '  >  ^'  ^''^"  *^  donne  B, ,  Bi, . . . ,  B„, 
les  formules  (4)  achèveront  de  déterminer  les  ^/j- 

Multiplions  alors  la  première  formule  (7)par  f,,  la 
seconde  parya,  etc.,  et  ajoutons,  nous  aurons 


tzedbïGooglc 


(*•  ) 

donc 

de  sorte  que 

(9)  g-^ B.rf  +  B,,v;  + . . .  -h  B„,v», 

(10)  /  ^  B,-k,y]  -h  B.X,;kÎ4-  .. .  +-  B,X„/;; 

y  et  g  sont  aîusi  rameués  à  des  sommes  de  carrés  par  une 
même  substitution  linéaire. 

Mais,  pour  que  les  calculs qu^nous  venons  d'esquisser 
conduisent  à  un  résultat  admissible,  il  faut  :  i^queféqua- 
tioBeD).aiteQectivement'iracines;3''queles  équations  (7) 
soient  compatibles;  3°  que  l'on  puisse  effectivement 
choisir  arbitrairement  B,,B],...,  c'est-à-dire  que  les 
^(Yi.,Yi,,.  . .)  ne  soient  pas  identiquement  nuls;  4°  l^e 
la  substitution  (  i  )  soït  réversible,  c'est-à-dire  que  les  y 
puissent  se  calculer  en  fonction  des  x,  c'est-à-dire  que  les 
foDctions  transformées  (9)  et  (to)  soient  comme  les 
proposées  des  fonctions  de  n  variables,  ce  que  nous  sup- 
poserons; cela  revient  à  admettre  que  les  fouctïonsyet  g 
ont  des  discriminants  diSerents  de  zéro,  et  nous  l'admet- 
trons e/Tectivement  jusqu'à  nouvel  ordre. 

DéMONSIRATION   d'vV   LEMHB. 

Si  l'équation  At^o  admet  pour  racine   simple  la 


quantité  \  les  mineurs  de  A  ne  seront  pas  tous  nuls  et 
la  quantité  g[^„-^f, . . .  )  sera  di^erente  de  zéro  ;  si,  au 
contraire,  les  mineurs  de  A  n'étant  pas  tout  nuls,  A  =  o 
admet  ^  pour  racine  double,  on  aura  nécessairement 

D'abord,  si  les  mineurs  de  A  sont  tous  nuls,  comme 


Si  tous  les  mineurs  de  A  ne  sont  pas  nub,  on  a,  en 
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(  4^ 
vertu  des  équations  (7), 

d-v  dA 

f''d(ii/~*^'dap/ 

dA  _       d.\ 

et  par  suite 

Or  on  a,  en  vertu  d'un  tïiÀ>rènie  connu, 

d'A  dA     dA  dA      dA 


dapjdat,      dap 

/  da(,      dflp,  datj  ' 

et,  comme  A  :=^o, 

dA     dA 

_   dA     d.\ 

dapj  d«„ 

~  dopj  iiaij 

L'équation  (la)  devient  alors 

''''(à!^)'= 

dA      dA 

or,  puisque  tous  les  mineurs  de  A  ne  sont  pas  nuls,  on 

dA  .             , 
peut  supposer  ^ —  ^  0,  et  alors  on  a 

dA 
on  en  conclut 

dA 

ou  bien 

='"'"1^,''" 

,  ,,                           dA 

dh. 

d«.;* 

Donc^nes'annulequesi  -prj  fioafj  sont  nuls.  Donc 

enfin,  si  la  racine  y.  n'est  pas  racine  double  de  A  =  0, 
g  ne  s'annulera  que  si  yf  O"  Y/  sont  nuls.  Supposons 
Y;  =  o;  le  système  (7)  se  réduit  en  supprimant  la  /'*"" 
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ligne  à  un  système  de  n  —  i  équations  homogènes  an  —  i 
inconnues  dont  le  déterminant  n'est  pas  nul,  car  il  est 

égal  à  -r^—-  Donc  il  iâut  que  yu ysi  . . ., y»  soient  tous 

nuls,  ce  qui  est  absurde,  puisque  A  =  o  ;  donc  fi  ne  sau- 
rait être  nul,  donc  y;  pour  la  même  raison  ne  l'est  pas 
non  plus;  donc  enfin,  si  X  n'est  pas  racine  multiple  de 
A  =  o,  g-  ne  saurait  être  nul. 

Ces  conclusions  tombent  en  défaut  quand  tous  les 
mineurs  de  A  s'annulent.  Pour  discuter  ce  cas  spécial, 
imaginons  que  les  coefficients  au  de  la  fonction  _/" de- 
viennent variables  et  que,  pour  des  valeurs  particulières 
de  ces  coefficients,  les  mineurs  de  A  s'annulent  sans  que 
les  mineurs  du  second  ordre  passent  tous  par  zéro.  Dif- 
férentions  l'équation  (t3 }  ;  on  aura,  en  observant  que  g 
ne  contient  pas  les  ajt/. 

Si  -y^  n'est  pas  nul,  cette  formule  devient,  en  suppo- 


Il  est  facile  de  prouver  que  Sk  n'est  pas  nul,  il  en  résu!- 

1  ■  ^A  ,        , 

tera  que  g  ne  peut  s  annuler  que  si  -j-y  =  o,  c  est-a- 
dire  que  si  X  est  racine  triple  de  A  ^  o.  En  eifet,  en  dif- 
férentîant  A  =^  o,  on  a 

(/\„      V  dA  , 

Comme  j^  =  o,  -. —  =  o.  DiiTérentions  encore;   nous 
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5^  on 


S 


formule  qui  se  réduit,  dans  nos  hypothèses,  » 

On  voit  que  SX  non  seulement  n'est  pas  nul,  mais  en 

général   a  deux  valeurs  si  -^r^  n'est  pas  nul  ;  quant  à 

-7 — ^ —  àa/ity  il  est  différent  de  zéro  pour  des  valeurs 

convenables  des  Sa*/,  si  tous  les  mineurs  du  second  ordre 
de  A  ne  sont  pas  nuls,  comme  on  l'a  supposé. 

La  formule  (14)  montre  que,  si  A^^^o  a  une  racine 
triple  sans  que  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de  A  =  o 
soient  nuls,  g  sera  nul.  Le  cas  où  tous  ces  mineurs 
seraient  nuls  se  traitera  eu  différcntîant  (i4]  avec  la 
caractéristique  S,  et  ainsi  de  suite. 


DISCUSSION    SES    RÉSULTATS. 

Supposons  que  l'équation  A  n'ait  que  des  racines 
simples  Unies  et  dilFér entes  de  zéro.  Les  équations  (7) 
donneront  pour  chaque  valeur  de  "k  des  valeurs  bien 
déterminées  de  ^t  :  ft-fi-  •  •  ■■  Les  mineurs  de  A  n'étant 

pas  tous  nuls  et  -jr-  étant  fiais,  B|,  Ba,  ...  pourront  être 
choisis  dilTéreuts  de  zéro,  et  la  substitution  (1)  aura  tous 
ses  coetïïcients  bien  déterminés;  j'ajoute  qu'elle  sera 
réversible,  c'est-à-dire  que  son  déterminant  F  sera  dif- 
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fërent  de  zéro,  c'est-à-dire  que  les^  seront  des  fonctions 
des  X,  En  eiïcl,  en  vertu  de  (3iii)  etde  (4),  on  a 

!  «■i(7ii'  fil'  — .  7i«)     giiSu,  fit,  — .  Ti")—  I 
^    5'i(ïii-7ii'  ■■■.T>»)     *"i(lit.7w'— -T")—    =B,B,,..B„; 


maïs,  B, ,  B],  . . .  étant  difTérents  de  zéro,  il  faut  que  F 
lui-Tuéme  soit  différent  de  zéro.  c.  q.  f.  d. 

Je  suppose  que  "k  soit  racine  double  de  A  =  o.  En 
général,  la  réduction  de^et^  à  des  sommes  de  cairésne 
pourra  plus  se  faire  parce  que,  gr  =  B  étant  nul,  F  l'est 
aussi  ;  pour  parler  plus  exactement,  la  réduction  à  une 
somme  de  carrés  est  encore  possible,  mais  la  transfor- 
mation (i)  n'est  pas  réversible  et  elle  altère  la  nature  des 
lônctionsy  et  g. 

Cependant,  si  tous  les  mineurs  de  A  =:=  o  étaient  nuls, 
^  ^  B  ne  serait  plus  forcément  nul  et  la  transformation, 
loin  de  ne  plus  être  possible,  pourrait  s'effectuer  d'une 
infinité  de  manières,  puisque  les  équations  {7),  se  rédui- 
sant ka  —  a  distinctes,  fourniraient  une  infinité  de  sys- 
tèmes admissibles  pour  les  quantités  yi  :  Y^  *  ■  -  ■  -  La  valeur 
Xdoubleétant  connue,  on  pourra  disposer  de  ces  systèmes 
de  manière  à  satisfaire  à  (a)  et  (3). 

Si  l'équation  A  ^  o  avait  une  racine  triple,  la  réduc- 
tion à  des  sommes  de  carrés  redeviendrait  impossible,  à 
moins  que  tous  les  mineurs  du  troisième  ordre  de  A  ne 
fassent  nuls,  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant  supposons  que  l'équation  A  =  o  ait  une 
racine  nulle  ;  /  aura  son  discriminant  nul  et  sera  une 
fonction  àc  n  —  i  variables  seulement,  de  sorte  qu'un 
carré  devra  disparaître  de  l'expression  de/.  C'est  ce  qni- 
aiira  lieu  par  l'application  de  la  métbode  expliquée  plus 
haut.  Le  cas  où  A  =  o  aurait  une  racine  infinie  sans  avoir 
de  racine  nulle  pourra  Ctre  évité  en  considérant  la  fonc- 
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tiou  g  —  Xyà  la  place  dey" — Xg.  Enfin  le  cas  où  A  =  o 
aurait  à  la  fois  une  racine  nulle  et  une  racine  infinie 
sera  le  seul  qui  échappera  à  notre  méthode;  mais,  dans 
ce  cas,  f  ^l  g  sont  tous  deux  des  fonctions  de  n  —  i 
variables  au  plus  et  c'est  alors  sur  ces  variables  réduites 
à  leur  minimum  qu'il  conviendra  d'appliquer  la  méthode 
exposée. 

En  résumé  : 

Etant  donnés  deux  polynômes  homogènes  du  second 
degré  f  et  g  à  n  variables,  on  pourra  toujours  les 
transformer  en  des  sommes  de  carrés  au  moyen  d'une 
substitution  linéaire  réversible,  à  la  condition  que  le 
discriminant  de  f —  \g,  égalé  à  zéro,  n'ait  que  des 
racines  simples,  ou  que,  s'il  a  des  racines  multiples,  à 
chaque  racine  d'ordre  m  correspondent  des  mineurs 
d'ordre  m —  i ,  du  discriminant  de  f —  't.g,  tous  nuls. 

Maintenant  considérons  les  formes  réduites  deyet^, 
êl  supposons  les  coeflicieuts  de  ces  deux  fonctions  réels  ; 
l'équation  A  =  o  n'aura  pas  en  général  toutes  ses  racines 
réelles,  de  sorte  que,  l'une  des  formes  réduites  étant  à 
coefficients  réels,  l'autre  ne  sera  pas  néecssairement  à 
coefficients  réels:  la  substitution  (i)  elle-mCme  pourra 
fort  bien  n'être  pas  réelle.  Il  importe  cependant  de 
discerner  les  cas  dans  lesquels  on  aura  affaire  à  des 
substitutions  réelles;  or  la  forme  particulière  de  la  fonc- 
tion A  permet  de  compter  a  priori  et  assez  facilement  le 
nombre  des  racines  réelles  de  A  =o.  On  a,  en  elTct, 


ou,  en  appelant  A,  ce  que  devient  A  quand  on  supprime 
la  dernière  ligne  et  la  dernière  colonne,  Ai  ce  qu'il 
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devient  quand  on  supprime  les  deux  dernières  lignes  et 
les  deux  dernières  colonnes,  etc. , 

da„_,,„_i       \da„_,,„  / 

Oo  aurait  des  relations  analogues  entre  A,, A,,. Vj,  entre 
Aj,  A,,  A,,  etc.,  et  l'on  voit  que,  si  A|  s'annule,  A  cl  A  j  se- 
ront de  signes  contraires.  En  général,  si  A;  s'annule,  A,^., 
et  A,-.,  seront  de  signes  contraires.  Celte  règle  n'est 
malheureusement  pas  sans  exception,  et,  Ai  s'annulant 

si  T est  nul,  on  voit  que  A  ou  A»  s'annulera  aussi. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  cas  où  la  remarque  faite  tomberait 
en  défaut  seront  exceptionnels,  et  quand  A,  A) ,  Aj,  . . . 
seront  tels  que  pour  ),  =  -t-  «  et  —  ao  ils  ne  présentent 
que  des  variations  dans  un  cas,  et  que  des  permanences 
dans  l'autre,  A  =  oaura  toutes  ses  racines  réelles. 

L'équation  A  =^  o  aura  toutes  ses  racines  réelles  lorsque 
l'une  des  fondions  y,  g  sera  une  somme  de  carrés  tous 
positifs  ou  tous  négatifs.  En  effet,  les  racines  de  A  =  o 
ne  changent  pas  par  une  substitution  orthogonale  rame- 
nant _/*  seul  à  une  somme  de  carrés 

Tous  ces  carrés  étant  censés  positifs,  on  peut  faire  ta  sub- 
stitution j:,  =^  -j=.  j:i=  -j=,  ■  ■  ■;  alors  la  substitution 

qui  ramènera  à  la  fois  f  et  g  à  des  sommes  de  carrés 
aura  pour  équation  A  =  o  une  équation  de  la  forme 


laquelle  a,  comme  l'on  sait,  toutes  ses  racines  réelles. 
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isTEitpniTATioN  céomëthique. 
Pour  faire  une  application  géométrique  des  principes 
précédents,  supposons  quey"=  o  et^  =  o  représenient 
deux  surfaces  du  second  ordre  ;  les  coefficients  de  J  et  g 
seront  supposés  réels.  Sire  que  l'on  peut  ramenery  et  g 
à  des  sommes  de  carrés  par  une  même  substitution  li- 
néaire, c'est  dire  que  deux  surfaces  du  second  ordre  oui 
un  tétraèdre  autopolaire  commun.  Les  théorèmes  établis 
plus  haut  s'interprètent  donc  ainsi  : 

Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  ne  se  touchent 
pas,  car  alors  on  n'a  pas  à  la  fois 

ont  toujours  un  tétraèdre  autopolaire  commun. 

Deux  surjaces  du  second  ordre  qui  se  touchent  en  un 
seul  point  n'ont  pas  de  tétraèdre  autopolaire  commun. 

Deux  surfaces  du  second  ordre  qui  ont  un  double 
contact  ont  une  infinité  de  tétraèdres  autopolaires 
communs. 

Deux  suifaces  circonscrites  n'ont  pas  de  tétraèdres 
autopolaires  communs. 

OUfiSTIdN. . 

13fJ6.  Il  y  a  deux  cubiques  passant  par  huit  points 
donnés  et  tangentes  à  une  droite  menée  par  l'un  de  ces 
points.  (E.  G.,  ancien  élève  du  lycée  de  Reims.) 

1357.  ABC  étant  un  triangle  donné,  on  joint  ses  som- 
mets à  un  point  O  de  son  plan  par  des  lignes  droites 
qui  déterminent  sur  les  côtés  du  triangle  six  segments  : 
trouver  le  lieu  du  point  O  pour  lequel  le  produit  de 
trois  segments  non  consécutifs  est  constant.   (B&BB&nm.) 
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SUR  U  BSTEIUIINjITION  D'UNE  LIMITB  SUPfiRIEURS 

DES  RICINKS  D'IiNB  KQUATION^ 

Par  m.  g.  CANDÈZE, 

Ëléve  de  l'École  Poljtechaiqne. 


1.  La  règle  de  Maclaurin,  oa  mieux  encorQ  celle  de 
Lagrange,  donne  immédiatement  une  limite  qui  ne  dé- 
pend cjae  du  coefficient  de  la  plas  haute  puissance  de  x, 
du  rang  da  premier  terme  négatif  et  de  la  valeur  absolue 
du  plus  grand  coefficient  négatif,  mais  nullement  de  la 
place  de  ce  dernier;  il  est  évident  cependant  que  son 
rang  doit  avoir  une  importauce  souvent  fortgrande  :  par 
exemple,  la  plus  grande  racine  de  l'équation 


est  supérieure  k  loo,  tandis  que  la  plus  grande  racine 
de  Féquation 

X* —  j;'—  100^:1^0 

est  inférieure  k  3,  bien  que  la  règle  de  Maclaurin  donne 
la  même  limite  pour  les  deux  équations. 

Je  me  propose  de  donner  une  limite  qui  fasse  inter- 
venir le  rang  du  terme  négatif  dont  le  coefficient  est  le 
plus  grand  en  valeur  absolue. 

Considérons  une  équation  telle  que  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  x  soit  le  plus  grand  en  valeur 
absolue;  une  telle  équation  admet  a  comme  limite  supé- 
rieure des  racines.  En  effet,  soit  Ag  le  coefQcient  consi- 
déré ;  si  le  polynôme 
(i)  A,^"  — Anx"-'  — ...— A, 

est  positif  pour  une  certaine  valeur  de  x-,  le  polynôme 
jtan.Jt  Vuthinal.,:i'*érie.t.\\.  (Février  iNHi.)  4 
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proposé 

le  sera  certainement.  Or  a  est  une  limite  supérieure 
pour  le  polynôme  (i)  :  donc  3  est  aussi  une  limite  supé- 
rieure pour  le  polynôme  (a). 

Kemarquons  d'ailleurs  qu'on  peut  obtenir  une  limite 
plus  petite  que  zenappliquant,  par  exemple,  la  méthode 
de  Maclaurin,  ou  telle  autre  que  l'on  voudra. 

Cela  posé,  considérons  une  équation  entière  quel- 
conque ;  formons  l'équation  qui  admet  pour  racines  les 
racines  de  la  première,  divisées  par  p.  Si  l'équation  pro- 
{losée  est 

la  transformée  sera 

p" A^a:'" -h p"~^ ^ix"'~'  ■+-  •  ■  ■-!-  Am=  o, 
et  l'on  peut  toujours  choisir  p  de  telle  sorte  que  le  coef- 
ficient AdP"  soit  le  plus  grand  en  valeur  absolue.  Pour 
cela,  on  comparera  tous  les  termes  au  premier,  et  l'on 
verra  quelles  sont  les  valeurs  à  donner  à  p  pour  que  Aop" 
soit  plus  grand  que  chacun  d'eux  :  la  plus  grande  valeur 
dep  sera  une  valeur  cherchée. 

Si  nous  formons  les  coeiHcîents  successifs,  nous  pour- 
rons appliquer  une  des  règles  connues;  mais,  si  nous 
voulons  opérer  plus  rapidement,  nous  pourrons  prendre 
a  comme  limite  supérieure  :  alors  une  limite  pour  l'équa- 
tion proposée  sera  certainement  3^,  ou  plus  générale- 
ment, si  nous  avons  trouvé  /  comme  limite  de  la  trans- 
formée, une  limite  supérieure  de  la  proposée  sera 
certainement  Ip. 

Cette  limite  est,  en  général,  beaucoup  plus  avantageuse 
que  la  limite  de  Maclaurin  ou  de  Lagrange,  à  moins  quele 
plus  graud  coefTicient  négatif  ne  soit  le  premier  des  coe&> 
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ficients  négatifs  *,  dans  ce  cas,  il  est  préférable  d'appli- 
quer une  autre  méthode. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 

x'-+-  ax'^  2a:'-t-6x*  —  8o.r' 

-t-ioo^' —  4oo^'+  i5j7-(-  3o=ro; 

la  t-èglc  de  Lagrange  donne 

H-V^loô^ai. 

Formons  la  transformée  :  pour/;  ^3,  on  voit  facilement 
(\uc  le  premier  coellt  ci  en  t  est  le  plus  grand;  donc  6  est 
une  limite  supérieure  des  racines.  Si  nous  voulions  cal- 
culer les  coefficients,  on  pourrait,  en  appliquant  à  la 
transformée  une  des  métliodes  connues,  trouver  une  li- 
niite  inférieure  à  2,  par  suite  pour  la  proposée  une  limite 
inférieure  à  6,  mais  te  calcul  serait  alors  plus  long. 

2.  On  peut  encore  employer  un  procédé  du  même 
guure  [wur  rendre  la  méttiode  de  Maclaurin  plus  avan- 
tageuse. Cliaiigeons  x  en  py  et  déterminons  p  de  façon 
que  le  plus  grand  des  coefûcienis  négatifs  soit  le  plus 
grand  des  coefficients  de  mùme  siguej  en  appliquant 
à  l'équation  transformée  la  méthode  de  Maclaurin  on 
celle  de  Lagrauge,  on  obtiendra  une  limite  qui,  mul- 
tipliée par  p,  donnera  une  limite  de  la  proposée. 

Il  est  plus  avantageux  d'opérer  .ainsi  lorsqu'on  ne  veut 
pas  se  contenter  de  a  comme  limite  dans  la  méthode 
précédente  et  qu'on  veut  appliquer  à  la  transformée  une 
des  méthodes  connues. 

3.  On  peut,  en  appliquant  toujours  ce  mode  de  trans- 
formation de  X  eu  pj,  trouver  d'autres  limites  plus  du 
moins  avantageuses,  suivant  les  cas,  mais  plus  compli- 
quées. Par  exemple,  ou  pourrait  encore,  eu  remarquant 
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(Sa) 
qu'une  équation  qui  a  q  termes  négatifs  admet  i  comme 
limite  supérieure  lorsque  le  premier  terme  est  au  moins 
égal  à  la  somme  des  coefficients  négatifs  [a  fortiori  à 
ffoisle  plus  grand  terme  négatif)^  rendre  le  premier  coef- 
ficient plus  grand  que  la  somme  des  coefficients  néga- 
tifs ou  que  f  fois  le  plus  grand  dans  l'équation  trans- 
formée; si  pour  cela  il  faut  changer  x  en  py^  p  est  une 
limite  supérieure.  Si  nous  appliquons  cette  méthode  h 
l'exemple  précité,  on  voit  que  3  est  une  limite  supé- 
rieure. 

4.  On  peut  à  la  fois  tenir  compte  du  rang  du  plus  graud 
coefficient  négatif  et  du  nombre  des  termes  négatifs  de 
la  façon  suivante  : 

Considérons  une  équation 

A^j;'"-!-  A,^'""'-!-. ,  .t^o. 

Multiplions  par  p  le  premier  membre  de  l'équatiou, 
p  étant  le  nombre  des  termes  négatifs;  ce  premier 
membre  est  la  somme  des  termes  positifs  différents  du 
premier,  plus  le  premier  diminué  de  la  somme  des 
termes  négatifs.  Si  nous  rendons  cette  dernière  partie 
positive  en  substituant  un  nombre  a,  ce  nombre  a  sera 
une  limite  supérieure  pour  le  polynôme  proposé.  Or  le 
premier  terme  est  maintenant  pA^x"",  et  la  partie  du 
polynôme  que  nous  voulons  rendre  positive  peut  être 
considérée  comme  la  somme  des  premiers  membres  de 
p  équations  binômes  dont  le  premier  terme  seraîtÂg:!:'" 
et  le  second  terme  un  des  termes  négatifs  du  polynôme 
multiplié  par  p.  La  plus  grande  des  racines  de  ces  équa- 
tions sera  une  limite  pour  le  polynôme. 

Pour  avoir  cette  limite,  on  opérera  donc  de  la  façon  sui- 
vante. On  considérera  un  terme  négatif  du  polynôme,  soit 
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—  KçX^'f]  ly  ^  sera  la  racine  d'une  des  équations 

binômes  dont  nous  venons  de  parler;  la  plus  grande  va* 
leur  que  prendra  cette  quantité,  lorsque  l'on  considérera 
successivement  tous  les  termes  négatifs,  sera  une  limite 
pour  le  polynôme. 


SUR  U  DÉTBRilTUTION  DU  CKRCLB  eSCULATBUB 
D'UKE  COURBE  A  DOUBLE  COURBURE} 

Par  m.  E.  HUNYADY, 
Professeur  i  l'Ecole  polytechnique  de  Budapest. 

En  désignant  par  x, y,  z  les  coordonnées  orthogonales 
d'un  point  d'une  courbe  à  double  courbure,  par  a,  P,  y 
et  r  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  du  cercle  os- 
cnlateur  ;  en  outre,  considérant  x,  y^  z  comme  les  fonc- 
tÎMis  d'un  paramètre  variable  t,  il  est  bien  connu  que 
le  cercle  osculateur  de  la  courbe  au  point  x^y^  z  est 
déterminé  par  les  équations  suivantes  : 

(I)  (^  -  »)•+(/  -  n+  (s  -  Y)'= '^. 

f  -i-(a&'  — a'ô)(s  — 7)  =  o, 

eq  posant,  pour  abréger, 

l  dx '^J  _^  1        '^  _ 


(3) 


I  d^x       _,      d'y       ,.      d'à 


tzedbïGooglc 


I.U  ) 

On  sait  que  la  résolution  du  problème  en  question  dé- 
pend essentiellement  de  la  résolution  des  équations  (  a), 
linéaires  eux  —  a., y —  p,  z  — y-  C'est  la  résolution  du 
système  mentiouné  à  laquelle  je  prends  la  liberté  de 
vouer  ces  lignes. 

En  tirant  la  valeur  de  x  —  a  des  équations  (s),  on 
trouve,  par  la  voie  du  calcul  des  déterminants,  que 


i(^ 


') 


(ds\*\  ca' — c'a    ab'  —  a'b  \ 
di)\    b       c    ; 

Pour  transformer  la  valeur  Ag  x  —  a  exprioiéc  par 
cette  é(]ualion,  multiplions  cette  équation  par  la  sui- 
vante : 

:.  t  :  =r  M. 

I  6'     c'  \ 

Le  résultat  de  la  multiplication  sera 

hè'-t-c*        aa' ~T- bb' ■■\- ce'  a         I 


—  aibc 

Mm 


{bc'—b'c)    —a\bc'—b'c)  1 
ds  d^s 
dtdt^-'^     I 


En  chassant  le  facteur  commun  (  hc  —  b'c)  dans  cette 
équation  et  en  remarquant  que,  d'après  les  notations  (3), 
on  a 
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en  outre  que  le  déterminant  à  droite,  abstraction  faite 
du  facteur  hd  —  Vc,  se  laisse  transformer  dans  le  sui- 
vant 

/diy    A  ^  |, 

I  \di)      dt  de  I 
on  aura,  pour  la  détermination  de  la  valeur  de  x  —  a, 


m' 

di  dt* 


ds  d^ 

dt  de* 


o"^ 


)■ 

a 

a' 

ds 

(Ps  , 

dt 

dt* 

d'où  l'on  tire  facilement  la  valeur  de  j;  —  a.  On  obtient 
les  valeurs  Aej-  —  P,  z  —  y  par  une  voie  analogue,  et 
enfin  la  valeur  de  r  par  l'équation  (i). 


SOLOTION  D'DNB  QORSTIIII  DR  LICBNCS 

(MCULTl  DE    LILLI.    —    HOTIMMI    187S); 

Pau  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 
Maître  répélitear  au   lycée  de   Saint-Quentin. 


Une  surface  de  révolution  autour  de  t'axe  des  z,  en 
coordonnées  rectangulaires,  est  définie  par  l'équation 
z=J'{r),  r  étant  la  distance  d'un  point  de  la  surface 
à  l'axe  de  rotation  :  trouver  l'équation  différentielle 
en  coordonnées  polaires  des  projections  sur  le  plan  xy 
des  courbes  tracées  sur  cette  surface,  et  qui  jouissent 
de  la  propriété  que  le  plan  osculateur  en  chacun  des 
points  de  l'une  d'elles  comprenne  la  normale  à  la  sur- 
face au  mémo  point;  prendre  r  pour  variable  indé- 
pendante. 
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Le  plan  osGulateur  en  UD  point  (^i^^  2}d'unecoQrbe 
a  pour  équation 

A(X  — a^)-l-B(Y- v)  +  C(Z  — s)  =  o, 

en  posant 

S.-dyd's  —dzd*y, 

B  —  dzd'x  —  dxd'z, 

C^dx  d'y  —  dyd'x. 
Les  équations  de  ta  normale  à  la  surface  au  même 
point  sont 


'  La  normale  sera  dans  le  plan  osculateur  si  l'on  a 


Or, 

x=^rcos^,    y  = 

rz-sine, 

dx            „           .    „  "^       d*x 

j^  =  co.l-r„„ej-,     _.=_„,„ 

a-i rcosB-— 

•   .d-D 

db            .   „dB'               ,rf»6 
-; r  sinO  -3-;  +  rcos6  -j-j- 

A=       ^-(.i„«  +  rcos«J) 

dz/        „  rfe          .  „dff 

—  -3-  1  acosft  -j rsinO  -=-;  -4-  r 

dr  \           dr                dr' 

"•'S^). 

B=-^(»>«— "£) 

-  S  ("■"•§ -"-"s^-^ '■ 

s..-), 

C=      (eo,e-..i„.|)(.o„.,*- 

.«'"•N 

"'a^) 

+  (,i„.  +  „o.e*)(..i„6*  +  .c„,«*+r. 
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Efulietirs, 

dz       dz  dr      dz 

T-  =  j-  j-  —  :;-  cosB, 

dx       dr  dx       dr 

ds       ds  dr       dz   .   , 

dy       dr  dy       dr 


dy- 
Maïs 
Acos6  +  Bsine^/'(/-)r^  +/'('■)  (a  ^  +  »• ' 

L'équation  différentielle  des  courbes  est  donc 
r{r)r{r)r'l 

,,,,  V  de       tf»8\       dft      ,(rt»       rf 


SOLUTieN  D'UNI  QIKSTION  D'ANALYSI  PROPOStS 

AU  UNC0UR8  D'A6RÉ6ATI0N  DR  1879; 

PàB  M.  p.  BARBARIN, 

Profeueur   *u    lycée   de    Niée. 


On  dcjine  un  ellipsoïde  et,  sur  cette  surface,  deux 
points  diamétralement  opposes  A  et  B;  on  joint  les 
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points  A  et  ^  à  un  point  variable  m  de  l'ellipsoïde  : 
1°  trouver  une  surface  S  telle  que  le  plan  tangent  au 
point  M,  où  elle  est  rencontrée  par  la  droite  Am,  soit 
parallèle  à  la  droite  Bm  ;  a°  trouver  sur  cette  surface 
une  courbe  telle  que  la  tangente  en  chaque  point  M  de 
cette  courbe  et  l'intersection  du  plan  tangent  à  la  sur- 
face en  M  avec  le  plan  qui  passe  par  ce  point  M  et  par 
le  diamètre  AB  soient  deux  tangentes  conjuguées  par 
rapport  à  la  surface. 

1°  L'ellipsoïde,  rapporté  à  la  droite  AB  comme  axe 
des  X  et  à  deux  diamètres  conjugués  Ojr,  Oz  du  plan 
conjugué  à  Ooc,  a  pour  équation 


Si  X|,  ^1,  z,    sont  les   coordonnées  du   point  va- 
riable m,  on  a  donc  ta  relation 


Soient  x^^y  z  les  coordonnées  du  point  M  de  la  sur- 
face S.  Puisqu'il  se  trouve  sur  Am,  on  a  les  égalités 

Enfin  le  plan  tangent  au  point  M  &  la  surface  S  a  pour 
équation 

Z-s^piX-cc)  +  q(y-y), 

djs'  dy 
il  doit  être  parallèle  à  la  droite  Bmj  par  conséquent 

(3)  ^(:i:,-[-a)  +  77,-3,  =  o. 

n  ne  reste  plus  qn'à  éliminer  x, ,  ^i ,  Z|  entre  les  équi 
lions  (i),  (a),  (3). 
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Les  équations  (2]  doauent  facilement 


j,        s,  —  lap 


<iy- 

z—p{x  — 

a) 

pt."- 

"' 

p{x- 

—  z 

pi^a:  —  a)  +  qy  —  s 

Je  substitue  ces  valeurs  de  Xt.,y,^  Z|  d 
lîon(i)  et  j'ai,  en  réduisant, 

(f-oKor-f)"! 


^Hi- 


Or,  sur  la  surface  cherchée,  p  n'est  ^pas  nul,  car,  s'il 
l'était,  cette  surface  serait  un  cylindre  ayant  ses  géné- 
ratrices parallèles  à  ÂB.  Son  plan  tangent  au  point  M  ne 
serait  donc  autre  que  le  plan  AmB,  et  la  surface  serait 
ce  plan  lui-même  ;  or  ce  plan  est  quelconque  :  donc  tous 
les  points  de  l'espace  jouiraient  de  la  propriété  des 
points  M.  Nous  excluons  cette  hypothèse  en  supposant 
/7  ^  o  ;  il  reste  donc  l'équation 

o (y*  ^  ^*\     f^  — a)(g.r--=)  _  „ 


(4)     p{i.*Ç)l~^-^^^^'-^^ 


qui  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface  S. 
Pour  l'intégrer,  je  résoudrai  le  système 
dx  dy  dz 


^       s«  (.g-o)/  (X 
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qui  donne  successivement 


ou    y  —  Cs, 


ou  enlîn 


(jç-a)l 


L'équation  générale  de  la  surface  S  est  donc 

La  génération  de  cette  surface  est  fort  simple*,  elle  est 
produite,  en  effet,  par  des  ellipses  qui  sont  les  intersec- 
tions de  plans  conduits  suivant  AB  avec  des  ellipsoïdes 
homothétiques  au  proposé  et  ayant  le  point  A  pour 
cenlre. 

Solution  géomêlri^ue.  —  Des  considérations  géomé- 
triques extrêmement  simples  permettent  de  conclure 
immédiatement  ce  résultat.  En  eft'et,  dans  l'ellipse  sui- 
vant laquelle  le  plan  A/nB  coupe  l'ellipsoïde  proposé,  les 
cordes  Am,  Bfnsont  conjuguées.  La  tangente  à  la  section 
delasurfaceSparcemémeplanestIVrr,parallèleàBm,  et 
par  conséquent  aussi  conjuguée  de  la  direction  AMj  cette 
tangente  est  la  même  que  celle  de  l'ellipse  qui  a  A  pour 
centre  et  est  homothétiquo  de  l'ellipse  AmB-,  donc  oeUe 
ellipse  est  ta  section  de  la  surface  par  le  plan  AmB. 

En  particulier,  tous  les  ellipsoïdes  homothétiques  au 
proposé  et  ayant  A  pour  centre  rentrent  dans  la  caté- 
gorie des  surfaces  S  ainsi  engendrées. 
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a"  L'inm-secUon  du  plan  tangent  k  la  surface  en  M 
avec  le  plan  AMB  n'est  autre  chose  que  la  tangente  au 
point  M  à  l'ellipse  génératrice  du  plan  AMB.  Ses  équa- 
tions sont 

ou 

X-x _Y—y_Z-s 

'-çy~  py   ~  p= 

CeUes  de  la  tangente  à  la  courbe  chercliée  au  point  M 
sont 

X— a^_  Y— ,y__Z-g 
djc      ~      dy     ~     ds 

Ces  deux  droites  doivent  être  des  tangentes  conjuguées, 
c'est-à-dire  être  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de 
l'indicatrice  au  point  M. 

Au  voisinage  du  point  M,  le  Z  de  la  surface  S  peut  se 
développer,  d'après  le  tliéorèoie  de  Taylor  étendu  aux 
fonctioDsdedeux  variables,  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  croissantes  des  accroissements  X  —  j:,  Y  —  j' 
des  variables  x,  y  ;  ainsi 

ou,  aux  infiitîiDe&t  petits  du  troisième  ordre  près, 

en  posant,  suivant  l'usage, 

rf'3_  d^z    _        <f  s  _ 

dx'  ~"    '     dxdy^   '     dy*  ~ 
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Un  plan  parallèle  au  plan  tangent  au  point  M,  et  infi- 
niment voisin,  a  pour  équation 

Z-Z-p{X-x)-q{Y-y)  =  ^. 

Si  donc  on  élimine  Z  entre  ces  deux  dernières  équa- 
lions,  on  a 

équation  qui  est  celle  de  la  projection  de  l'indicatrice  sur 
le  plan  xj. 

Or  les  projections  de  deux  diamètres  conjugués  d'une 
conique  sont  des  diamètres  conjugués  de  sa  projection  ; 
donc  il  doit  en  lïtre  ainsi  pour  les  deux  tangentes  dont 
nous  nous  occupons,  ce  qui  nécessite  la  relation 

\z~qy      dxj        dx{=-qy) 
ou 

['■{»  -  ?^)  +psy^dx  -h  {s{s  -  qj)+pty]dy  ^ o. 

C'est  l'équation  diûërentielle  qui  définit  ta  courbe 
cherchée  sur  la  surface  S.  Cette  équation  peut  se  simptï- 
fi<T  en  la  mettant  sous  la  forme 

(6)      {rdx  +  sdj')l s  ^  qy)  -h pyisda; -\-  idy)  =  o. 

Si,  en  effet,  on  tient  compte  de  l'équation  (4)  et  (ju'on 
élimine  z  —  qy  entre  elles,  on  a 

Si  l'on  suppose /»=  o,  l'équation  (4}(lonne  z — qy=o 
ou  X  —  a^o.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  (6)  est 
vériQée  identiquement  :  donc  les  courbes  déterminées 
par  les  équations 

p-^o,    z  —  qy~o, 
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c'est-à-dire 

sont  des  solutions  singulières  de  la  question;  en  élîmi' 
nant  z,  on  a,  par  l'équation 

les  projections  de  ces  solutions  sur  le  plan  xOy. 

Dans  le  second  cas,  puisque  rdx  ■+-  sdj  =  dp,  l'équa- 
tion (6)  est  aussi  vérifiée  :  donc  les  imerseclions  du  plan 
X  —  a=^  o  avec  les  cylindres  z  =J'[y)  parallèles  à  Ox 
sont  de  nouvelles  solutions  singulières.  En  écartant  ces 
deux  systèmes  et  divisant  par  p,  on  a 

(7)    (_rdx  +  ,dy){^^  +  Ç)-(sdx  +  tdy)^^^y  =  o 

ou  bien,  sous  forme  abrégée, 

(ii  +  ïij* 5r--*P  =  »- 

Si,  dans  cette  équation,  on  suppose  z  remplacé  par  sa 
valeur  en  fonction  de  x  et  de^  tirée  de  l'équation  gâié- 
rale  de  la  surface  S 


4^^^-^- 


il  reste  une  équation  diilerentielle  linéaire  du  premier' 
ordre  de  la  forme 

^dx+^dy  —  o. 

L'intégration  de  cette  équation  fait  connaître  la  pro- 
jection de  la  courbe  cliercliée  sur  le  plan  xOy.  Cette  in- 
tégration n'est  possible  qu'autant  qu'on  particularisera 
ta  forme  de  la  fonction  F. 

jipplicaiion.  —  Je  considère  en  particulier,  parmi 
les  surfaces  S,  les  ellipsoïdes  bomothétiques  au  proposé, 
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et  ayant  A  pour  ceni 


Dans  ces  aurfacei 


dp c*  ^- 


s=-B.—^.—- 
dy      dx 


a)p £^  ff^   ,  (x  —  a)'"| 


(^-«)-,^- 


Si  nous  substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  difTé— 
rentielle{7),  mise  sous  la  forme 


„„     )    ['•(^*«-^^]^ 


-['{i*'i)-'-«^^]''y=°-- 


celle-ci  devient 


I        a*        ^  é>  ^  c' 


aj  ^  O,     X  =^  const. 
Les  courbes  cbercbées  sont  donc  les  intersections  des 


ellipsoïdes  homothétiques 

a»        ^  b*       c* 
par  des  plans  parallèles  au  plan  j'O^z. 
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Ce  résultat  est  facile  à  démontrer  géométriquement. 
En  effet,  soient  M  un  point  quelconque  de  la  surface  S 
et  AMC  la  section  de  cet  ellipsoïde  S  par  le  plan  AMB  ;  la 
tangente  MS  à  la  courbe  cherchée  au  point  M,  devant 
èlre  conjuguée  de  la  tangente  MT  à  la  conique  AMC  et 
étant  d'ailleurs  conjuguée  du  rayon  AM,  est  conjuguée 
au  plan  ATM,  et,  par  suite,  parallèle  au  diamètre  con- 
jugué de  ce  plan  ;  elle  est  donc  située  dans  le  plan  dia- 
métral conjugué  de  AB,  qui  est  parallèle  kjOz,  et  par 
conséquent  est  elle-même  parallèle  au  plan  jOz.  La 
courbe  cherchée  est  donc  plane  et  consiste  en  l'inter- 
section de  l'ellipsoïde  S  par  un  plan  quelconque  parallèle 
au  plan  zOy. 


SOLUTION  SB  14  QUSSTION  PROPOSEE  M  1879  POUR  LE 
CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE; 

pab  m.  moret -blanc, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  aa  lycée  du  Havre. 


On  donne  une  conique  rapportée  à  ses  a 


et  un  point  M  sur  cette  conique  ;  par  tes  extrémités  d'un 
diamètre  quelconque  de  la  courbe  et  le  point  M  on  fait 
passer  un  cercle  :  prouver  que  le  lieu  décrit  par  te 
centre  de  ce  cercle  est  une  conique  K  passant  par  l'ori- 
gine O  des  axes. 

Si  autour  du  point  O  on  fait  tourner  deux  droites 

rectangulaires,  elles  rencontrent  la  conique  K  en  deux 

points  :  prouver  que  le  lieu  des  points  de  rencontre  des 

tangentes  menées  en  ces  points  est  la  droite  perpen- 

Âaa.  de  Maihimal.,  1*  >érie,  t.  X)l  (FÔTrler  iS8i).  5 
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diculaire  au  segment  OM  et  passant  par  le  milieu  de 
ce  segment. 

Par  le  point  Oonpeutmener,  indépendamment  de  la 
normale  ijuia  son  pied  au  pointO,  trois  autres  normales 
à  la  conique  K  : 

1°  Dans  le  cas  particulier  oit  la  conique  donnée  est 
une  hjrperbole  équilalère  et  oùtonaA:^!  et  B:= —  i, 
montrer  qu'une  seule  de  ces  normales  est  réelle  et  cal- 
culer les  coordonnées  de  son  pied. 

2°  Dans  le  cas  général,  trouver  l'équation  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois 
normales. 

Soient  Xo,  r«  les  coordonnées  du  point  M  et 

l'équation  d'un  diamètre  de  la  conique.  Celle  d'un  cercle 
passant  parles  extrémités  de  ce  diamètre  et  par  le  point 
M  sera  de  la  forme 

^-h'^—i-^My  —  mx){X-^mj;—jr„  —  mx„)  —  o, 

en  remarquant  queles  sécantes  communes  à  une  conique 
et  à  un  cercle  sont  également  inclinées  sur  les  axes  de  la 
conique. 

L'équation  développée  devient 

f  1— X/nM  a^+^g  +  Xj/'  — l(/o  +  ma:o)0'  — m^)— o. 

La  condition  pour  qu'elle  représente  un  cercle  est 
1        I 
L^Xm.^  =  -      X       d'oii     \  =  ^~^- 
l'équation  du  cercle  est  donc 
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Les  coordonnées  de  son  centre  sont  déterminées  par 
les  deux  équations 

»(x*Ï)"~(b-x)'"<^'+'""'''=°' 
Ki^ï)-'"^(B-ï)  </.+"■«.)=<>■ 

Ajoutant  à  U  première  la  seconde  multipliée  par  m, 
on  a  l'équation 

qui  peut  remplacer  la  première,  et  qu'on  aurait  pu  écrire 
a  priori,  car  elle  représente  la  perpendiculaire  élevée 
par  le  poin  t  O  sur  le  diamètre^  —  mx  :=  o  de  la  conique, 
qui  est  une  corde  du  cercle. 
On  en  tire 


substituant  cette  valeur   dans  la  seconde  équation,  il 
vient 


(1)  Aa:'+B7'+— ^(^,7  — :roar)=o, 

équation  dulieu  des  centres  des  cercles  :  c'est  une  conique 
passant  par  l'origine,  de  même  espèce  que  la  proposée, 
et  qui  lui  deviendrait  bomothctique  en  la  faisant  tourner 
de  90". 

L'équation  du  système  de  deux  droites  rectangulaires 
menées  par  l'origine  étant 

j'  +  kxy  —  x'  =  o, 
j 'équation 

(B-t-X)v*-hXA-a:7-i-(A  — X)a;'H ^^(y<,y  —  Xv3!)—o 
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«n  celle  d'une  coDique  passant  par  l'intersection  de  la 
conique  K  et  du  système  des  deux  droites.  On  peut 
déterminer  X  de  manière  que  cette  conique  se  réduise  à 
la  tangente  en  O  à  la  conique  K, 

et  à  une  seconde  droite  passant  par  l'intersection  des 
côtés  de  l'angle  droit  avec  cette  conique.  Il  faut  et  il 
sutBt  pour  cela  que  l'ensemble  des  termes  du  second  degré 
soit  divisible  par  j-^y  —  x^x-,  c'est-à-dire  qu'on  ait 

d'où 

B  +  X^n/o,     A  —  X  =  — mxo,     Xt  =  my^  —  «  a:», 


et  par  suite 

^_X+B       ^^_1-A 

7»    '          ~     J^«    ' 

.,  _         Ba-î  +  A.y; 

k  n'entrant  que  dans  \  on  peut  conserver  X  comme  seul 
paramètre  variable, 

et  l'équation  de  la  droite  cherchée  est 

.  jc       A  — B 

-  A 1 —  o. 


7» 
Etle  passe  par  le  point  fixe  déterminé  par  les  deux 
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<lonl  tes  coordonnées  sont 


La  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  K  est 

3  A^l  —  — Xf  I X 


En  mettant  pour  x^  eijt  leurs  valeurs,  il  vient,  réduc- 
tions faites, 

«quation  d'une  droite  perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
OM,  et  qui  est  le  lieu  des  points  de  concours  des  tan- 
gentes menées  à  la  conique  K  par  les  points  où  elle  est 
rencontrée  par  les  côtés  d'un  angle  droit  pivotant  autour 
du  point  O.  Il  est  remarquable  que  ce  lieu  soit  indépen- 
dant d«s  axes  de  laconique  donnée  etqu'il  reste  le  même 
pourvu  que  le  centre  O  et  le  point  M  restent  fixes. 
L'équation  delà  normale  à  la  coniqueK  au  point  (x,  j'  ] 


•^"■iiAx— (A  — B)a:/' 

Si  elle  passe  parj'origine,  les  coordonnées  de  son  pied 
satisfont  à  l'équation 

4CA-B)3:^-(A-B)(7o^  +  a:,/)==o 
on 

(a)  ^xy—ytx~xty  =  o. 

C'est  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées  du  point 
O  à  toutes  les  coniques  K  que  l'on  obtient  en  faisant 
Tarier  la  grandeur  des  axes  de  la  conique  donnée. 
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i"*  Dans  le  cas  particulier  où  A=  i,B  =  —  i,  l'équa- 
tion de  la  conique  donnée  est 

et  1  on  a 

L'équation  de  la  conique  K  devient 

En  éliminanljentrecelle  équation  etl'équalion  (4),  et 
supprimant  la  solution  x  =  o,  on  a  l'équation 

i6x'—  34x„x»4-(9xî-i-3^;)a;  — ^„(xj-t-j;)— o, 

qui  détermine  les  abscisses  des  pieds  des  troïi  normales 
autres  que  celle  qui  a  sou  pied  en  O. 

En    posant  a:  ^x-* 4-  —  )  elle  devient,   en    égard    à 

*o  —  3'' =  'i 

i6x''  —  3x' ic„=^  o 


de  la  forme  a/*  +  pj/  -i-  y  =;  o.  L'expressiou 


devient  ici^^o.  L'équalion  n'a  qu'ui 
calculable  par  la  formule  de  Cardan  : 
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on  trouverait  d'ailleurs 


y-  2  ^"  4 


a"  Revenons  au  cas  général,  et  soît 
(3)    a:'+y— 3*a^  — aP/+S=o,     S— «*+?'  — R' 
l'équationda  cerclepassant  par  les  pieds  des  troisnormales 
autres  que  celle  qui  a  son  pied  en  O. 

Eo  reportant  la  valeur  _j'  =;  j--_^  -'  tirée  de  l'équa- 
tion (a),  d'abord  dans  celle  du  cercle,  puisdaDS-cellede 
la  conique  K,  et  supprimant  la  solution  :r  ^  o,  on  a  les 
deux  équations 

+  i6S 


i6Aj:»— 8(aA  — B)j:oa^-t-[(SA  — 4B):cJ+(aA  — B)^;]a: 

qui  déterminent  les  abscisses  des  points  d'intersection  de 
l'hyperbole  (  a)  avec  le  cercle  et  avec  la  conique  K.  La 
première  doit  admettre  les  trois  racines  de  la  seconde. 
Écrivant  que  le  reste  de  la  division  de  leurs  premiers 
membres  est  nul  quel  que  soit  x,  on  a,  pour  déterminer 
X,  ^  et  S,  les  trois  équations  du  premier  degré 

i6A*S  —  i6ACa^o»  -  SA'j.p  +  4G'a;;  -  AC/J  =  o, 
8A»a:,S  — SACj^ia— 2A{A  +  C)/;« 
—  aA*aTo_j'i,p  +  aG'a;J+  — X(ty\  =^0t 

A*a:JS  — AC;i'o(a;î  -\- y\)a  +  -r-x^ixl  -(-_j'*)  — o, 
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C  =  A-B. 

On  en  tire 

A'-3AB+iB<          , 

aA- 

-  3AB  +  B' 

8AB           "'•     f 

8AiJ 

„          (A-B)' 
^  —  -SAB-*'"' 

^rî) 

L'équation  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois 
normales  considérées  est  donc 

l8A.B(a;'+/')+2(A'  — 3AB-HaB'):c„:c 
^   '\      4-2{2A'-3AB  +  B»)yoy— (A-B)*{a:;+7')  =  o. 

On  arrive  plus  rapidement  à  cette  équation  de  la  ma- 
nière suivante. 

L'équation  de  la  conique  K  peut  s'écrire 

dr[aAj;-(A-B)xo]-i-7[2B^+CA-B)7,]. 

Si  l'on  y  remplace  successivement  le  facteur^  et  le 

facteur  x  par  les  valeurs  y  =  t-^ »  oc  =  - — "■^-y 

'^  -^      k^  —  ^i  ity—y* 

tirées  de  l'équation  (a),  on  a, -en  chassant  les  déno- 
minateurs et  supprimant  la  solution  x  ^  o,  ^  =  o,  rela- 
tive au  point  O,  les  deux  équations 

[aAa:— (A  —  B)j-o](4-^~^o) 

+  [3B/  +  (A-B)^,]/„^o, 
[aA:c-{A-B);r,]x,-(-[3Bj+(A-B)^,](4j'-J'.)^0, 

qui  doivent  être  vérifiées  par  les  coordonnées  des  pteds 
des  trois  normales  considérées.  En  ajoutant  ceséquatïons 
multipliées  respectivement  par  B  et  par  A,  afin  de  réduire 
au  même  coefGcient  les  termes  en  x'  etj-',  on  a 

8AB(j!'+^')-)-2(A«— 3AB  +  aB')xoic 

+  a(aA'— SAB  +  B'jj-,/  — (A  — B)'{a:Î4-7Î)=o, 
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équaUon  du  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois  nor- 
males :  c'est  l'équation  trouvée  plus  haut. 

Note.  —  La  même   qoestioa   a   élé  résolue   par   MM.  H.  Lei  et 

A,  Leiaekugel. 


THfiOBtHES  SUR  LES  KORHALSS  A  L'BLLIPSE; 

Par  m.  WEILL. 

L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes,  considérons  une 
normale  abaissée  d'un  point  {a,  p)  et  dont  le  pied  ait 
pour  coordonnées  x^^y^.  Nous  aurons  la  relation  bien 
coimue 

(0  {àr —  f>'')Xyy,  +  b'^Xi  —  a'aj,  ^o. 

Remplaçons,  dans  cette  relation,  :r,  par  — ;—  et  y,  par 
— ~;  elle  devient 

{a"—  b'')x'y'  —  a-y'  -  ^  —  è'ar'  t  "  ~  <>• 

On  en  conclut  le  tbëorème  suivant  : 

TaAoRÈXE  I.  —  Si  l'on  abaisse  d'un  point  les  nor- 
males à  un€  ellipse,  et  si  l'on  mène  les  quatre  diamètres 
de  l'ellipse  qui  sont  perpendiculaires  à  ces  normales, 
les  normales  à  l'ellipse  menées  aux  extrémités  des 
quatre  demi-diamètres  obtenus  en  tournant  dans  le 
même  sens  sont  concourantes. 

Reprenons  la  relation  (i)  el  remplaçons  Xt  etj'i  par 

—  et  — :  DOtts  obtenons  la  relation 


-  b* -h  ^y  —  ax  = 
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Le  point  {^c^y],  dont  les  coordonnées  sont  ^  et  — > 

a  nne  position  renLarqnable  :  c'est  le  quatrième  sommet 
du  rectangle  formé  sur  les  axes  de  l'ellipse  et  ayant  pour 
diagonale  la  tangente  au.  point  (X|,  ^,}.  Les  quatre 
points  obtenus  eu  considérant  les  quatre  normales  issues 
du  point  (a,  P)  sont  donc  sur  la  droite  représentée  par 
l'équation  (3).  Les  milieux  des  diagonales  des  quatre 
rectangles,  c'est-à-dire  les  milieux  des  portions  de  tan- 
gentes limitées  aux  axes,  sont  donc  sur  une  droite  ayant 
pour  équation 

(3)  a=— é=-haP7  — a«j;  =  o. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

TuÉonkHE  U.  —  Si  d'un  point  on  mène  les  normales 
à  une  série  d'ellipses  ou  d'hyperboles  homojbcales,  et 
ies  tangentes  aux  pieds  de  ces  normales,  les  milieux 
des  portions  des  tangentes  limitées  aux  axes  sont  sur 
une  droite  fire;  cette  droite  est  la  polaire  du  point  con- 
sidéré ptu-  rapport  à  t'kyperhole  équilatère  homofo- 
cale  aux  coniques  considérées. 

Considérons  la  tangente  variable  limitée  aux  axes,  son 
milieu  décrit  une  droite  fixe;  donc  elle  enveloppe  une 
parabole  tangente  aux  deux  axes  et  à  la  droite  fixe;  le 
lieu  des  pieds  des  normales  est  donc  le  lieu  des  projections 
d'un  point  de  la  directrice  d'une  parabole  sur  ses  tan- 
gentes. Eu  continuant  à  développer  les  conséquences  de 
notre  théorème,  on  retrouve  les  théorèmes  si  connus  et 
qui  sont  relatifs  aux  normales  aux  coniques  hom.ofocales. 

Proposons- nous  de  mener  d'un  point  (a,  p)  une  nor- 
male àrellipsejconstruisonsladroite  A  relative  à  ce  point 
et  déterminée  par  l'équation  (3);  cherchons  les  points  où 
cette  droite  rencontre  la  courbe  du  quatrième  degré  qui  est 
le  lieu  des  milieux  des  portions  des  tangentes  à  l'ellipse 
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comprises  entre  les  deux  axes  ;  à  chacun  des  points  de 
rencontre  M  de  la  droite  i  avec  cette  courbe  correspon- 
dra une  normale  dont  on  obtiendra  le  pied  en  menant  par 
le  point  M  une  droite  terminée  aux  axes  et  partagée  en 
ce  point  en  deux  parties  égales;  le  point  où  cette  droite 
touclie  l'elUpse  sera  te  pied  de  la  normale.  Le  problème 
des  normales  à  l'ellipse  menées  d'un  point  (a,  p)  est 
donc  ramené  à  l'intersection  d'une  droite  ayant  pour 
équation 

a- —  b'-h  2^y—  iiix^^^o 

et  d'une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  pour  équation 


4^'     4/* 

Quand  la  droite  A  est  tangente  k  la  courbe  du  qua- 
trième degré  en  un  point  K.,  le  point  (  K)  ^  ]  correspondant 
à  la  droite  i  n'est  autre  que  le  centre  de  courbure  de 
l'ellipse  au  point  qui  correspond  à  R;  on  a  donc  ainsi 
une  construction  du  centre  de  courbure  de  l'ellipse,  d'ail- 
leurs peu  intéressante;  quand  le  point  (et,  p)  est  donné 
ut  que  les  coniques  varient  en  restant  homofocales,  la 
droite  A  reste  fixe,  et  la  courbe  du  quatrième  degré 
varie  ;  les  quatre  points  de  rencontre  des  courbes  va- 
riables avec  la  droite  A  déterminent  sur  cette  droite  une 
involution  de  quatre  points,  et  le  centre  de  gravité  des 
(juatre  points  demeure  fixe  sur  la  droite. 

Considérons  les  équations  de  la  normale  à  l'ellipsoïde 
rapporté  à  ses  axes.  Soient  a,  P,  -^  ^^  coordonnées  d'un 
point  de  l'espace,  et  x,,y,j  Zt  celles  du  pied  d'une 
normale  menée  du  point  (  a,  P,  y).  Nous  aurons  les  re- 
lations 
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Remplaçons  x,,  j^,^  z,  par  —,  —,  ~,  nous  obtenons 
les  relations 
(i)  «3!  —  a*—  ^y—b*=:fS  —  c'. 

Or,  le  point  dont  les  coortlonnées  sont  x,y,  z  est  le 
sommet  du  parallélépipède  construit  sur  les  axes  et  dout 
trois  sommets  sont  les  points  où  le  plan  tangent  au  point 
[xi^j,,z,)  rencontre  les  axes. 

Appelons  G(   le  centre  de  gravité  du  triangle  formé 
par  ces  trois  points;  il  aura  pour  coordonnées  -^i  '-^t  ^; 
donc  il  sera  sur  la  droite  ayant  pour  équations 
(a)  3ax  — a'— 3p^— 6'^3y3  — c'. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  d'un  point  on  abaisse  des  nor- 
males sur  une  série  de  surfaces  du  second  degré  homo- 
facales,  et  que  l'on  mène  les  plans  tangents  aux  pieds 
de  ces  normales,  les  centres  de  gravité  des  triangles 
déterminés  sur  ces  plans  par  les  trois  axes  sont  sur 
une  droite  Jixe. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  permet  d  étu- 
dier les  propriétés  du  système  des  normales  menées  d'un 
point  à  une  série  de  surfaces  bomofocales  \  il  ramène  la 
recherche  des  normales  à  un  ellipsoïde  à  l'intersection 
d'une  droite  et  d'une  surface  du  sixième  degré  ayant 
pour  équations 

Zax  —  a^=  3?j'  —  A'=  3-^*  —  c«, 

a*         »■        ^_ 

9-p'      9^'      9='  ~ 

Supposons  que  le  point  donné  (x,  ^,  y)  reste  fixe  et 

que  les  surfaces  varient  en  restant  bomofocales,  la  droite  A 
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qne  nous  considérons  restera  fixe-,  mais,  si  le  point  se 
déplace  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace ,  elle 
engendrera  un  complexe;  si  le  point  se  meut  sur  une 
surface,  la  droite  engendrera  une  congruertce;  enfin,  site 
point  se  meut  sur  une  courbe,  la  droite  engendrera  une 
surface,  et  cette  surface  sera  développable  ;  en  particulier, 
3Î  le  point  décrit  une  droite,  la  droite  Â  engendre  un 
cône  du  second  ordre.  U  y  a  là  les  éléments  d'une  étude 
intéressante,  mais  qui  nous  détournerait  de  notre  but 
actuel. 

Reprenons  la  relation  qui  existe  entre  les  coordonnées 
a,  ^  d'un  point  P  et  les  coordonnées  XdJ'i  dupïedd'ime 
des  normales  issues  de  ce  point;  cette  relation  peut 
s'écrire 


Lorsque  le  point  A  qui  a  pour  coordonnées  Xi^y^  se 
déplace  sur  l'ellipse,  si  la  quantité  k  reste  constante,  les 
coordonnées  du  point  P  satisferont  aux  deux  équations 


Le  point  P  décrira  donc  une  ellipse  ayant  pour  équa- 
tion 

Par  un  point  P  donné,  passent  quatre  de  ces  ellipses 
qui  sont  chacune  tangentes  en  quatre  points  à  la  déve- 
loppée de  l'ellipse  donnée;  la  connaissance  d'une  des 
valeurs  de  k  correspondant  à  un  point  P  équivaut  à  la 
connaissance  d'une  de  ces   ellipses  ou  d'une  des  nor- 
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inalcs  issues  du  point  P  -,  inversement,  si  le  point  P  est 
pris  sur  une  de  ces  ellipses,  l'une  des  normales  issues 
du  point  P  est  distincte  des  trois  autres,  car  !ea  coor- 
données du  pied  de  cette  normale  sont  données  par  les 
équations  (i),  dans  lesquelles  les  quantités  a,  ^  et  A' sont 
connues.  Tous  les  développements  qui  vont  suivre  sont 
des  conséquences  de  cette  remarque. 

Considérons  un  point  P  qui  se  déplace  sur  une  des  el- 
lipses dont  il  s'agit,  et  appelons  normale  singulièreXa  nor- 
male FÂ,  dont  le  pied  A  s'obtient  indépendamment  des 
trois  autres  normales  issues  du  point  P.  Soient  B,  C,  D 
les  pieds  des  trois  autresnormales  issuesdu  point  P^  quand 
Je  point  P  se  déplace  sur  l'ellipse  (E),  le  triangle  BCD 
se  déplace  eu  même  temps  ;  la  normale  au  point  B  à  l'el- 
lipse donnée  rencontre  l'ellipse  (E)  en  deux  points  P 
et  Q;  elle  est  normale  singulière  relativement  au  point  Q 
et  normale  non  singulière  rclativemeni  au  point  P  ;  donc 
à  une  position  du  point  B  ue  correspond  qu'un  seul 
triangle  BCD;  donc  ce  triangle,  dans  son  déplacement, 
enveloppe  une  conique  (L}  ayant  les  mêmes  a\es  en 
position  que  l'ellipse  donnée.  Or  les  ellipses  (E)  re- 
couvrent tout  le  plan;  il  eu  est  de  même  des  ellipses  (L)  : 
donc  tout  triangle  qui  se  déplace  en  restant  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les  mêmes  axes  en  po- 
sition jouira  des  propriétés  du  triangle  BCD,  et  l'on 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IV,  —  Quand  un  triangle  BCD^e  déplace 
en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  (S)  el 
(L)  ajant  les  mêmes  axes  en  position,  les  normales  à 
l'ellipse  (S)  aux  trois  points  B,  C,  D  concourent  en 
un  même  point  P  j  le  lieu  de  ce  point  P  est  une  ellipse 
tangente  en  quatre  points  à  la  développée  de  {S). 

Thëorèhe  V,  —  Si  l'on  mène  d'un  point  les  quatre 
normales  à  une  ellipse,   on  peut   tracer  une  conique 
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ayant  les  mêmes  axes  en  position  et  tangente  aux  trois 
dotés  de  l'un  des  triangles  formés  avec  troisdes  quatre 
pieds  des  normales  comme  sommets;  chacun  de  ces 
triangles  donne  d'ailleurs,  en  général,  naissance  à  une 
conique  distincte. 

Ce  tbéorème  n'est  qu'un  énoncé  dilTérent  du  théo> 
rème  précédent. 

Reprenous  les  ellipses  particulières  que  nous  avons  con 
sidérées.  Si  l'on  donne  à  k  diverses  valeurs,  on  aura  une 
série  d'ellipses  partageant  dans  un  même  rapport  les  seg- 
ments des  normales  comptés  depuis  le  pîedde  ces  nor- 
males ^  pat'mî  ces  courbes  se  trouvent  des  droites  et  des 
cercles  :  les  droites  sont  les  axes  de  symétrie  de  l'ellipse 
donnée,  et  les  cercles  sont  les  cercles  concentriques  à 
l'ellipse  donnée  et  ayant  pour  rayons  a  —  i  et  a  -4-  i. 
On  retrouve  ainsi  des  résultats  bien  connus. 

Considérons  maintenant  les  quatre  normales  issues 
d'un  point  P (a,  P),  parmi  lesquelles  se  tmuveune  nor- 
male singulière  correspondant  à  la  valeur  h. 

L'hyperbole  équilatère  qui  passe  par  les  pieds  des  nor- 
males a  pour  équation 

(i)  a*ay  ^  b^^a:  —  {a* —  b*)xy^^o. 

L' équation  qui  donne  les  oi'données  des  pieds  des  nor- 
males est 

Considérons  un  cercle  ayant  pour  équation 

(3)  a^-i-y*  —  2A.J^—2hy-\-C  =  o. 

Les  ordonnées  des  points  de  rencontre  du  cercle  et  de 
l'ellipse  sont  données  par  l'équation 

^■*^      (  H-  fc*  [(«*+  C)' -  4«*  A«]  =  o. 
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Soit  A(x,  ,^1  )  le  pied  de  la  normale  singulière  issue 
(1q  pointP,et  soient  jn. ^3, j^t  les  pieds  des  trois  autres 
normales  issues  du  point  P,  points  qae  nous  désignerons 
par  B,  C,  D;  si  le  cercle  représeiiié  par  TéquatioR  (3) 
passe  par  les  points  B,C,D,  It-s  équations  (a)  et  (4) 
auront  pour  solutions  j^h^dJ^j,^»,  et  — Jn^si^sj/»- 
On  aura  donc 

—  a*>? 


et,  comme  on  a 
il  vient 

Donc,  si  Ton  suppose  que  le  poi  itt  P  se  déplace  sur  l'el- 
lipse correspondant  à  la  valeur  k,  le  centre  T  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  BCD  décrit  une  ellipse  dont  on  a 
racilemeiitl'équationà  l'aide  des  formules  (5).  On  trouve 
lie  mdme  que  le  centre  de  gravité  de  ce  triangle  a  pour 
coordonnées 


Ce  point  G  décrit  donc  une  ellipse  dont  on  a  facile- 
ment l'équation  -,  il  en  est  de  même  pour  le  point  de  con- 
cours H  des  hauieurs  et  le  centre!  du  cercle  des  neuf 
|>oînls  du  triangle.  Considérons  la  figure  formée  avec 
les  points   P,  A,T,  G,  H,  1;  toutes  les  droites  de  cetto 
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Ggurc  rcstoiil,  pendant  leur  déplaccmuni,  uormalcs  à 
aatant  d'ellipses  Gxes  :  en  vlTet,  l'uiu:  quelconque  de  ces 
(Iroilcs  réunît  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  de 
la  forme  (^x,,  \'y,  ),  ((jij:i,  \>-'yi  ),  et  il  est  évident  que, 
si  le  point  dont  les  coordonnées  sont  Xtjj-,  décrii  une 
(ellipse  ayant  pour  équation 


lesdeuxpointsque  nous  considérons  décriront  des  ellipses 
ayant  les  mômes  axes  eu  position,  et  la  droite  qui  les  joint 
sera  normale  à  uuc  ellipse  ayant  aussi  les  mêmes  axes  en 
position.  On  a  donc  le  tliéoréme  suivant  : 

Théobéme  VI,  —  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscril  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les 
mêmes  tixes  en  position,  les  normales  aux  sommets  con~ 
courent  en  un  point  P  tjui  décrit  une  ellipse;  le  centre 
de  gravité  du  triangle,  le  point  de  concours  des  hau- 
teurs, le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  centre  du  cercle 
des  neuf  points  décrivent  des  ellipses,  et  les  droites  qui 
joignent  le  point  P  à  ces  points,  ainsi  que  la  droite  qui 
joint  ces  points,  sontnormales  à  autant  d'ellipses  fixes. 

Reprenons  les  équations  (3)  Cl  (ij);  elles  uous  donnent 
encore 


.'•.r 

•^•^'-i^-i-y 

- 

■.l-l/lJ.J 

4'r(a>+C)"-4<i- 

lAM, 

on  en  lire 

i'f: 

=  (ii'+C)'-4o>A', 

mais  on  a 

^«n.  dt  llalhim.,  1'  lé 

rie,  t.  XX  (Février  ,6di). 
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donc 

(o'  +  C)'=<i' 

'»' 

4'J'= 

:(i> 

d'où 

o=+C  = 

-*■- 

■/•-, 

C  =  -l- 

-(«'  + 

»■). 

On  a  donc 

le 

théorèrae  suivant 

-n« 


THËoniME  VJI.  —  Quand  un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les 
mêmes  axes  en  position,  le  centre  des  ellipses  a  une 
puissance  constante  par  rapport  au  cercle  circonscrit 
au  triangle,  qui  a,  par  conséquent,  potw  enveloppe  une 
anallagmatique  du  quatrième  degré. 

Lorsque  la  quantité  k  varie,  toutes  ces  courbes  du  qua- 
trième degré  restent  tangentes  à  l'ellipse  donnée  en  ses 
quatre  sommets.  Supposous,  en  particulier,  que  la  puis- 
sance C  soit  nulle,  ce  qui  donne  pour  k  la  valcui' 
—  (a*+6*);  les  valeurs  aA,  2B  deviennent  alors 

Le  cercle  dont  il  s'agit  est  alors  décrit  sur  un  demi- 
diaraèlre  de  l'ellipse  comme  diamètre.  Ce  ccrulc,  qui 
passe  par  les  pieds  B,  C,  D  des  trois  normales  issues  du 
point  P,  passe  par  le  point  A',  symétrique  du  pied  A  de 
la  normale  singulière  par  rapport  an  centre  de  l'ellipse. 
Prenons  les  demi-dlamètrcs  conjugués  des  di-oites  OB, 
OC,  OD;  ces  trois  demi-diamètres  Jëterminei'ont  sur 
l'ellipse  trois  points  B',  C,  D",  etlesuormalesences  trois 
points  seront  concourantes  \  soit  P*  leur  point  de  con- 
cours :  il  est  facile  de  voir  qu'il  est  sur  l'ellipse.  Soit  A: 
le  point  où  la  normale  eu  B'  rencontre  le  graud  axe;  le 
demi-diamètre  OB,  perpendiculaire  â  cette  normale,  a 
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une  longueur  ^ale  à  -  B'K;  si  donc  nous  faisons  tour- 
ner de  90°  autour  du  point  O  le  cercle  OBCD,  les  droites 
OB,  OC,  OD  devieudroiit  parallèles  aux  trois  normales 
issues  du  [loint  P',  et  le  diamètre  OA'  de  ce  cercle  de- 
viendra parallèle  à  la  normale  qui  a  son  pied  en  P*.  Donc, 
si  sur  les  normales  issues  de  P'  on  prend  des  longueurs 
proportionne  lies  aux  segments  B'K.  interceptés  entre 
t'axe  et  les  pieds  des  normales,  ou,  plus  généralement, 
entre  les  pieds  des  normales  et  l'une  de  nos  ellipses,  les 
extrémités  de  ces  droites  seront  sur  un  cercle  tangent  à 
rèllipse  en  P',  le  centre  de  ce  cercle  sera  sur  l'une  de 
nos  ellipses,  et  la  normale  issue  de  ce  point  et  ayant  son 
pied  en  P'sera  la  normale  singulière  correspondante. 
Od  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théorëke  YIII.  —  Si  l'on  décrit  un  cercle  sur  un 
rayon  OA'  de  l'ellipse  comme  diamètre,  il  rencontre 
l'ellipse  en  trois  points  B,  C,  D,  les  normales  en  ces 
trois  points  sont  concourantes,  et  les  trois  normales  aux 
points  B',  C,  jy,  extrémités  des  demi-diamètres  conju- 
gués de  OB,  OC,  OD,  concourent  sur  l'ellipse. 

Reprenons  l'étude  d'un  triangle  BCD  qui  se  déplace 
en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les 
mêmes  axes  en  position;  nous  nous  proposons  de  cal- 
culer les  longueurs  de  ses  cAlés;  le  problème,  attaqué 
directement,  donne  lieu  à  des  calculs  à  peu  près  impra- 
ticables; nous  allons  établir,  à  l'aide  des  tbéorèmes 
précédents,  des  relations  très  simples  entre  les  longueurs 
de  ces  côtes.  Proposons-nous  de  calculer  le  carré  du  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  triangle;  rappelons  que  les  nor- 
males à  l'ellipse  aux  points  B,  C,  D  concourent  en  un 
poiot  P  ayant  pour  coordonnées  «,  ^  ;  en  considérant 
l'ellipse  {E}  qui  passe  au  point   P  et  qui  correspond 
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à  la  valeur  A-,  et  appelant  x,,  ji  les  coordonnées  du 
pied  de  la  normale  singulière  issue  du  point  P,  A  et  B 
les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  BCD,  R  le  rayon  de  ce  cercle,  on  a,  en  se  re- 
portant aux  formules  précédemment  établies, 

C  =  _{«"+  é'-t-  k)--  A'-f-  B'—  R', 
d'où 

Cotnme  le  point  [xi^/i  )  est  sar  l'ellipse,  on  voit  que 
l'expression  contient  le  seul  paramètre  _^*  au  premier 
degré. 

En  appelant  x,  y  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité du  triangle  BCD,  S  la  dislance  du  centrede  gravité 
au  centredu  cercle  circonscrit  et  S^  la  somme  des  carres 
des  côtés  du  triangle,  on  a 

S'-(A-x)'-H{B-j)', 

2"— 9(a'+6»4-  A— x'— v»+2Ax-(-3Bj). 

En  remplaçant  x,  y-^  A,  B  par  les  valeurs  <]ui  ont  clé 
données  plus  baut,  on  trouve,  après  quelques  simplifi- 
cations. 


On  voit  que  cette  expression  est  encore  une  fonction 
linéaire  du  paramètre  jkÎ- 

Enfin,  cherchons  à  calculer  la  surface  du  triangle 
BCD.  Rappelons  que  la  surface  du  triangle  dont  les 
sommeU  ont  pour  coordonnées  x,,^',;  Xj,^î;  Xj,  jj 
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est  donnée  par  l'égalilé 


on  trouve' alors 


(.ri  — VtV.r,— .riHvi  - 


6» c' a'afi       ( /.' p  -h  c'y, }{b"?^  c'y, )(b*'^ -h  c^y, ) 

Les  quantités  Xt^jaty»  sont  données  par  une  équa- 
tion facile  à  former,  et  l'on  trouve,  après  un  calcul 
assez  long  et  qu*il  est  inutile  de  rapporter. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Théobèmb  IX.  —  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  en 
restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  ajant  les 
mêmes  axes  en  position,  il  existe  deux  relations  li- 
néaires entre  le  carré  de  la  surface,  le  carré  du  rayon 
du  cercle  circonscrit  et  la  somme  des  carrés  des  trois 
côtés. 

Le  théorème  que  nous  venons  d'établir  donne  la  so- 
lution d'un  grand  nombre  de  questions  particulières^ 
nous  allons  appliquer  nos  formules  à  quelques  cas 
simples.  Remarquons  d'abord  que,  si  le  coefficient  du 
paramètre  variable  y\  ,  qui  déânit  le  triangle  dans  cha- 
cune de  ses  positions,  est  nul,  la  fonction  rorrespon- 
dante  R*,  J?  ou  S'  est  constante. 

Égalons,  par  exemple,  à  zéro  le  coefficient  de/,  dans 
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l'expression  ().)  qui  donne  R';  nous  au 

d'où  l'on  lire 


La  si'coiide  valeur  convient  seule;  elle  correspond  au 
cas  où  le  triangle  BCD  est  inscrit  dans  l'ellipse  et  cir- 
oonscrit  à  un  cercle  concentrique  ;  en  transportant  cette 
valeur  de  A  dans  les  expressions  de  S*  et  de  S",  on  ob- 
tient les  valeurs  de  ces  quantités  en  fonction  du  para- 
mètre variable  _^î. 

Si  l'on  considère  le  coefficient  dej^J  dans  les  expres- 
sions générales  de  Y,^  et  de  S*,  on  voit  qu'il  est  nul  pour 

la  même  valeur  A== dans  les  deux  expressions. 

On  voit  donc  que,  quand  un  triangle  est  inscrit  dans  une 
ellipse  et  circonscrit  à  une  ellipse  liomotliétiquc  et  dont 
les  axes  sont  deux  fois  plus  petits,  non  seulement  sa  sui^ 
face  est  constante,  comme  on  lésait,  mais  aussi  la  somme 
des  carrés  de  ses  côtés,  résultat  très  facile  à  vérifier  par 
im  calcul  direct.  On  trouve  alors  pour  R*  l'expression 

Prenons  un  autre  cas  particulier.  Supposons  que  les 
deux  coniques  auxquelles  le  triangle  reste  inscrit  et  cir- 
conscrit soient  homofocales  ;  on  sait,  d'après  un  beau 
théorème  de  M.  Chaslcs,  que  le  triangle  est  alors  de 
périmètre  constant  ;  mais  alors  l'expression  de  S°  et  celle 
de  2'  nous  montrent,  après  l'élimination  de  j*,,  qu'il 
existe  une  relation  linéaire  enti^  ta  somme  des  produits 
deux  à  deux  des  côtés  et  le  produit  de  ces  mêmes  côtés. 
On  a  donc  le  théorème  suivant  : 
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TnÉonÈMG  X.  —  Lorsqu'un  triangle  se  déplace  on 

restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses  homofo- 

cales,  il  existe  une  relation  linéaire  entre  le  produit 

de  ses  côtés  et  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux. 

Pour  trouver  cette  relation  numérique,  il  faut  d'abord 
calculer  le  pcriuièlre  constant  du  triangle  ;  on  trouve 


On  peut  remarquer  que  le  carré  de  p  ne  contient  qu'un 
seul  radical,  qui  est 


Il  faut  trouver  la  valeur  de  /  ;  pour  cela,  nous  nous 
servirons  des  formules  générales  qui  lient  la  valeur  de  A- 
aux  longueurs  des  axes  des  deux  ellipses  auxquelles  le 
triaugle  reste  inscrit  et  circonscrit;  ces  relatious  sont, 
en  appelant  a,  b,  o*,  b'  les  demi-axes  des  deux  ellipses, 


Ces  formules  donnent  immédiatement  l'équation  de  l'el- 
lipse décrite  jiar  le  point  de  concours  des  normales;  cette 
ellipse  a  pour  demi-axes 


Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  on  trouve 
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pour  d  la  valeur 

et  pour  h  la  val<eur 


A-  =  v^6*-H  «'((!"— />')  —  o'  —  6'. 

En  transportant  cette  valeur  de  h  ainsi  que  la  valeur 
de  p  dans  les  expressions  de  S'  et  de  S*,  puis  en  élimi- 
nant j\  entre  ces  deux  relations,  on  trouve  la  relation 
assez  compliquée,  mais  linéaire,  entre  le  produit  des 
eûtes  du  triangle  et  la  somme  de  leurs  produits  deux  à 
deux.  Les  longueurs  des  trois  côtés  du  iriauglc  variable 
sont  donc  représentées  par  une  équation  de  la  forme 

X' —  aj7X'-i-XX-i-mX-t-/);^o, 

équation  dans  laquelle  X  est  le  seul  paramètre  variable. 
Rcpreuons  l'étude  générale  d'un  trtaogle  qui  se  dé- 
place en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  ellipses 
ayant  les  mêmes  axes  en  position.  En  se  reportant  aux 
notations  précédeutes  et  en  considérant  le  triangle  BCD, 
on  voit  que  les  points  de  contact  des  côtés  de  ce  triangle 
avec  leur  enveloppe  forment  un  triangle  B|C)D,  ayant 
les  mêmes  propriétés  que  le  premier;  ce  triangle  doimc 
à  son  tour  naissance  k  un  triangle  BgCsD,,  et  ainsi  de 
suite.  JVous  nous  proposons  d'étudier  l'ensemble  de  tous 
ces  triangles.  Considérons  d'abord  les  ellipses  enve- 
loppes des  côtés  de  ce  triangle  et  les  quantités  k  qui  leur 
correspondent.  Entre  deux  ellipses  consécutives,  on  a 
les  relations 


A- =  a'— -  (a'- i')=  t'-t- ^  (a'— !»'). 
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L'ellipse  suivante  aura  pour  deini-axes  — '  ~r"  Doi^c? 
en  posant  —  =  X,  on  aura,  pour  dëterminer  la  suite  dos 
axes  et  les  quantilés  k,  les  relations 

o'— Xa,  b'-{i-yyb, 


a'-^i  —  X'-a,     è(n^(i  — X)'«6. 

kt  1--1  ( I  —  X)l»a'  -H  Xô'(i  ~  i )', 

A-,,,  -il  —  X)X"'<i'-r-  X6'(i  -  X)™. 
Pour  déterminer  complètement  les  triangles  les  uns 
par  rapport  aux  autres,  il  faut  déterminer  la  relation  qui 
existe  entre  les  ordonnées  des  pieds  des  normales  singu- 
lières relatives  aux  deux  points  Pet  P,  où  viennent se  ren- 
contrer les  normales  en  B,  C,  D  et  en  B, ,  C| ,  D, ,  sommets 
de  deux  triangles  consécutifs.  Si  l'on  appelle  Xa,Ya  '^^ 
coordonnées  du  point  B  situé  sur  l'ellipse  ~f  +  "tï  =  <  ) 
ct(a',  P')  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de» 
normales  menées  aux  points  C|,D|  à  l'ellipse  enve- 
loppe des  côtés  du  triangle  BCD,  on  a  les  relations  con- 
nues 

•^  a"yl  +  b-'^-i 

et,  en  remplaçant  jr^par  sa  valeur  en  fonction  de  ;'», 
puis  chassantledénominaieur,  on  aune  relation  du  troi- 
sième degré  enja  qui  doit  donner  à  la  fois  les  ordonnées 
des  trois  points  B,  C,  D.  On  a,  pour  somme  des  racines, 
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En  remplaçani  cette  somme  des  racioes  par  sa  valeur 
en  Ibnclîoii  de  ^,  ordonnée  du  point  de  concours  des 
normales  en  B,  C,  D,  valeur  tirée  des  calculs  faits  au 
commencement,  on  voit  <ju'i]  existe  deux  relations  de  la 
forme 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

'I'hëokème  XI.  —  Si  l'on  considère  un  triangle  tjui 
se  déplace  en  restant  inscrit  et  circonscrit  à  deux  el- 
lipses ayant  les  mêmes  axes  en  position,  les  normales 
aux  sommets  de  ce  triangle  concourent  en  un  point  P, 
les  normales  aux  points  de  contact  de  ses  côtés  avec  leur 
enveloppe  concourent  en  P,,  et  ainsi  de  suite;  tous  les 
points  P,  P( ,  ...  décrivent  des  ellipses,  et  les  droites 
qui  joignent  entre  eux  detoutcs  les  manières  les  points 
P,  P|,  . . .,  les  centres  des  cercles  circonscrits  à  tous  leri 
triangles  tjue  l'on  déduit  du  premier,  les  points  de 
concours  de  leurs  hauteurs,  les  centres  de  gravité,  etc., 
se  déplacent  en  restant  normales  à  autant  d'ellipses 
fixes. 

En  reprenant  nos  formules,  nous  trouvons 


-'•"-*'■      S  ^^  (.-»)■ 


Pour  passer  au  triangle  suivant,    il  faudra  changer 
sous  la  forme 
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en  posant 

U-             *' 

(,-X)(,-,l) 

(i-X)>' 

-=^- 

On  aura  alors 

^'      U='  +  V' 

■^"'       IJ='^V 

On  a  donc,  pour  l'expression  générale  de^'"", 


■"    ""(U-hV)(U3+ V)(U-'+Vj...((J="-'+V) 

D'après  cela,  nous  pouvons  calculer  les  quantités  R*, 
S*,  S'  relatives  au  m'*'"  triangle,  déduit  du  triangle 
BCD ,  en  fonctions  de  quantités  connues  ;  l'ordon- 
née ^t"*'  du  point  de  concours  des  normales  aux  sommets 
dn  ce  m'*"  triangle  est  donnée  par  la  relation 


--a-^i) 


>""«*-(! 


(i-X)""6' 


On  pourra  donc,  à  l'aide  de  ces  formules,  calculer  les 
éléments  de  l'un  quelconque  des  triangles  de  la  suite 
consi(Iérée,en  fonction  deséléments  du  premier  triangle. 
On  peut  se  proposer,  relativement  aux  diverses  quan- 
tités qui  figurent  dans  cette  question,  divers  problèmes 
d'Analyse  plus  ou  moins  intéressants-,  on  peut,  par 
exemple,  chercher  l'équation  de  la  courbe  qui  passe  par 
les  points,  en  nombre  infini,  où  viennent  se  croiser  les 
trois  normales  aux  sommets  de  chacun  des  triangles  dé- 
duits   successivement  du  premier;   quand  le  premier 
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triangle  est  déûni,  chacuo  de  ces  poinU  est  connu,  et  la 
courbe  qui  les  contient  tous  est  défiaie. 

La  question  générale  que  nous  avons  traitée,  et  qui 
se  rapporte  à  un  triangle  quelconque  insurit  et  cîi-cod- 
scrit  à  deux  ellipses  ayant  les  mêmes  axes  en  position, 
peut  aussi  être  envisagée  comme  une  question  de  maxi- 
mum  ou  de  minimum,  et  c'est  ce  que  nous  allons  dé- 
montrer. 

Considérons  une  ellipse  donnée  A,  et  un  triangle  MNP 
inscrit  dans  cette  ellipse  et  tel  qu'une  fonction  symé- 
trique des  éléments  de  ce  triangle  soït  maximum  ou  mi- 
nimum; supposons  qu'un  point  quelconque  de  l'ellipse 
puisse  £tre  pris  pour  l'un  des  sommets  du  triangle  ré- 
pondant à  ce  maximum  on  ce  minimum  :  ce  premier  som- 
met étant  pris  au  hasard  sur  l'ellipse,  le  triangle  mini- 
mum correspondant  sera  complètement  déterminé  et 
d'une  seule  manière;  donc  il  y  aura  une  infinité  de 
triangles  répondant  au  maximum,  et  tous  ces  triangles 
ioscrils  à  l'ellipse  seront  en  même  temps  circonscrits  à 
une  ellipse  qui,  par  raison  de  symétrie,  aura  les  mêmes 
axes  en  position  quel'ellipse  donnée;  la  fonction  qui  sera 
maximum  pour  tous  ces  triangles  qui  se  déplacent  d'une 
manière  continue  sera  nécessairement  constante.  On 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

TiiéonÈMB  Xïï.  —  Si  un  point  i/uelcom/ue  d'une  el- 
lipse peut  ét/e  pris  pour  l'un  des  sommets  d'un  triangle 
inscrit  et  (fui  soit  tel  qu^  une  fonction  symétrique  don- 
née de  ses  éléments  soit  maximum  ou  minimum,  il 
existe  une  infinité  de  ces  triangles  qui  sont  tous  cir- 
conscrits à  une  ellipse  ajant  les  mêmes  axes  en  posi- 
tion, et  la  fonction  considérée  est  constante  pour  tous 
ces  triangles. 

Ia's  cas  particutiei's  les  plus  simples  du  théorème  que 
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nous  venons  d'énoncer  sont  bien  connus  ;  ce  sont  les 
cas  où  la  fonction  donnée  est  la  surface  ou  le  péri- 
mètre du  triangle.  Il  est  important  de  remarquer  que, 
en  général,  on  ne  peut  prendre  pour  l'un  des  som- 
mets d'un  triangle  répondant  à  la  question  de  maximum 
ou  de  minimum  un  point  quelconque  de  l'ellipse,  et 
il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  ce  fait.  Clierchons, 
par  exemple,  à  inscrire  dans  l'ellipse  un  triangle  dont  la 
somme  des  carrés  des  côtés  soit  maximum  :  il  est  facile 
de  voir  que  les  normales  à  l'ellipse  aux  sommets  de  ce 
triangle  devront  être  les  médianes  du  triangle.  Or,  un 
point  étant  pris  au  hasard  sur  l'ellipse,  on  ne  peut  con- 
struire un  triangle  ayant  son  sommet  en  ce  point  et  dont 
les  médianes  soient  les  normales  aux  mois  sommets.  Au 
contraire,  un  point  étant  pris  au  hasard  sur  l'ellipse, 
on  peut  construire  un  triangle  inscrit  ayant  un  .sommet 
en  ce  point  et  dont  les  hauteurs  ou  les  bissectrices  soient 
les  normales  aux  trois  sommets,  et  ces  deux  cas  sont  pré- 
cisément ceux  du  triangle  de  surface  maximum  et  du 
triangle  de  périmètre  maximum. 

Considérons  un  triangle  ABC  donné  et  qui  reste  fixe; 
d'après  les  théorèmes  que  nous  avons  établis,  il  existe 
une  infinité  de  systèmes  de  deux  coniques  ayant  les 
mËmes  axes  eu  position,  et  dont  l'une  est  inscrite  et 
l'autre  circonscrite  à  ce  triangle;  l'un  de  ces  systèmes 
étant  choisi,  les  normales  en  A,  B,  C  à  la  conique  cir- 
conscrite concourent  en  un  point  P.  Nous  nous  propo- 
sons d'étudier  te  Heu  de  ce  point  P  quand  le  système  dos 
coniques  varie. 

Nous  allons  d'abord  établir  une  proposition  de  Géo- 
métrie élémentaire  qui  peut  être  utile  dans  certains  cas. 
Cette  proposition  est  la  suivante  : 

Théobême  Xni.  —  Sil'on  considèreun  triangle  ABC 
et  un  point  P  pris  dans  son  plan;  si  l'on  projette  ce 
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point  en  Q,  R,  S  sur  les  trois  côtés  et  si  l'on  consi- 
dère le  triangle  A'B'C,  dont  les  côtés  sont  les  perpen- 
diculaires élevées  en  A,  B,  C  aux  droites  PA,  PB,  PC, 
les  deux  rapports 

QB.SA.RC 
^''  QC.SB.RA' 

■A' B.C.  A'B'C 
*^^'  C'B.B'A.A'C 

sont  égaux. 

Pour  déntoDlrcr  ce  théorème,  il  suftit  de  remarquer 
que  ]es  triangles  semblables  donnent  les  égalités 

QC^BA'  QB  CA' 
PC~PA''  PB~PA'' 
d'où 

QC_BA.'  PC 

QB~CA'PB' 

En  écrivant  deux  autres  égalités  analogues,  on  a  le 
théorème  énoncé,  qui  s'applique  au  cas,  plus  général,  où 
les  perpendiculaires  seraient  remplacées  par  des  droites 
faisant  avec  les  droites  considérées  un  même  angle  donné 
quelconque.  {j4  suivre.) 


CORRKSPOIfDANGB. 

Monsieur  et  cher  Collègue, 
Le  Rapport  de  M.  Latsant  (Congrès  de  Montpellier) 
donne  un  résumé  d'une  méthode  de  transformation  des 
figures  de  notre  ancien  camarade  G.  de  Longchamps. 
Si  je  n'ai  pas  signalé  le  fait  dans  la  Noie  que  j'ai  rédigée 
et  qu'ont  publiée  les  Nouvelles  Annales,  c'est  que  la 
rédaction  de  cette  Note  remonte  à  trois  ans,  que  les 
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résultats  importants  en  om  été  insères  dans  tes  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences,  et  que 
j'ai  signé  le  bon  à  tirer  avant  le  Congrès  de  Montpellier 
et  à  plus  forte  raison  avant  l'impression  du  Rapport  de 
M.  Laisant.  Je  vous  prie  de  signaler  ce  fait  dans  les 
Nouvelles  j4nnales;  car,  si  je  fais  bon  marché  des 
questions  d'amour-propre,  j'attache  une  grande  impor- 
tance aux  questions  de  probité. 
Veuillez  agréer,  etc. 

E.  Ahigves. 
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OliESTIO\S. 


1355.  Les  droites  rectangulaires  OX,  OY  sont  les  di- 
rections des  axes  d'une  ellipse; 

M  uu  point  de  la  courbe  ; 

N  le  point  où  la  normale  en  M  rencontre  l'axe  OX  ; 

MQIa  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  surOY; 

MJ\P  un  triangle  dont  les  côtés  MP,  MP  sont  respec- 
tivement égaux  a  MQ,  NO. 

Si  l'on  prend  sur  la  bissectrice  de  l'angle  MPN,  et  de 
chaque  côté  du  point  P,  des  distances  PD,  PIC  égales 
entre  elles  et  telles  que  PD'=  MPxPN,  la  circonfé- 
rence ^tassant  par  les  points  D,  I^et  ayant  son  centre  sur 
OY  coupera  l'axe  OX  aux  deux  foyers  de  l'ellipse. 

{A.  BoiLLEAV.) 
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TREeRIt  BSS  POINTS  SINGUIIBRS  BANS  LIS  COURBES 
ALIiEBRKtlBS; 

Pab  m.  Ch.  BIEHLER. 


Seconde  Partie. 

1 .  Nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  on  le  point 
inultiple  est  à  l'infini.  Supposons-le  d'abord  à  l'infini 
<lans  la  direction  de  i'axc  des  y,  et  soit 

l'équation  de  la  courbe  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  de_j',  '^^{x)  désignant  d'une  manière  géné- 
,  raie  un  polynôme  de  degré  [i.  en  x. 

Soïl  a  une  racine  simple  de  l'équation  fp  [x)  =  o. 

Coupons  la  courbe  par  une  droite  parallèle  h  la  droite 
^  =;  a  et  voisine  de  cette  droite,  soil  .r  =  a  +  e  ^  l'équa- 
tion 

nous  donnera  les  ordonnées  des  points  d'inti:rseclion  de 
la  droite  et  deia  tourbe.  Posons^  =  -  et  multiplions 
les  deux  membres  de  l'équation  (  i)  par  z"'~P  ;  îl  viendra 

<'»  i  "ïr"("t+i;-°-^-'.+t';a+.)--.=o 

K.  chaque  racine  infiniment  petite  de  l'équation  (3) 
correspond  une  racine  infiniment  grande  de  l'équa- 
tion (a). 

Ana,  4t  MiUhim..  ■!*  f^r\i,  t.  XX  (Ht»™  i880-  7 
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Supposons 

î;m-i(<ï)— o.     ?iM-iCa)  — 0,     ....     fp+,-,{a)=o, 
et  soit  <fp.i-f{a)  la  première  des  quantités  de  la  forme 
(p^(a),  qui  Dc  s'annule  pas;  1  équation' (3)  prendra  ]a 
forme 

(«  j'[î»-^---+7r»ï"('')+=?i».<'")+-] 

n  étant  une  racine  simple  de  l'équation 
on  a 

f;(<")îo, 

et  les  termes  qui  suivent  ç^  (a)  dans  les  premières  pa- 
renthèses renferment  tous  soit  s,  soit  s  en  facteur;  il  en 
est  de  mt^ine  pour  les  ternies  renfermés  dans  les  secondes 
parenthèses,  à  l'exception  du  premier. 

Quand  s  tend  vers  zéro,  l'équation  (4)  acquiert  tj  ra- 
cines nulles,  et  on  pourra  l'éciire  sous  la  forme 
(5)  .[,-,(o)  +  .]  +  =»[ï„(a)  +  e]  =  o,      ■ 

a  et  S  étant  des  quantités  qui  sont  aussi  voisines  de  zéro 
que  l'on  veut  lorsqu'on  substitue  à  z,  dans  les  paren- 
thèses, l'une  des  ^  racines  voisines  dc  zéro  qu'acquiert 
l'équation  (4)  pour  de  petites  valeurs  de  e.  On  pourra 
donc,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  dans  la 
première  Partie  { '  ),  représenter  par  la  formule 


(')   Voirie   numéro  de  novembre  iSSo  des  IVouvelles  Annale*  de 
Ma  thém  atii/iies. 
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les  valeurs  approchées  des  </  racines  înflnîraenl  pctit__ 
de  l'équation  (4}-  Si  q  est  impair,  l'équation  (6)  n'a 
qu'une  seule  racine  réelle,  et  cette  racine  est  de  signe 

contraire  à  celui  de    '^   , — -• 

Soit  OA  =  a  {Jlg- 1)  et  supposons  le  rapport  —''-—. — j 

positif;  pour  une  valeur  positive  de  c,  la  racine  réelle  de 
l'équation  (  6  )  est  négative  \  on  obtient  donc  un  point  M' 


B 
0 

1 

du  côté  des  y  négatifs  sur  la  droite  B)  B', ,  dont  l'équation 
est  X  =  o  -t-  e  ;  quand  e  tend  vers  zéro,  celte  racine  en- 
gendre la  branche  IV  M';  pour  des  valeurs  négatives  de  e, 
on  obtient  la  branche  BM;  ces  deux  branches  sont 
asymptotes  à  AB  de  part  et  d'autre  de  cette  droite,  et  le 

signe  du  rapport  ■■  ■  - — r  donne  la  position  de  la  courbe 
par  rapporta  son  asymptote. 

'"•••<.  — -  ,. 

des  valeurs  positives  de  e,  toutes  les  racines  infiniment 
petites  de  l'équation  (5  )  sont  imaginaires;  si,  au  con- 
traire, on  donne  à  e  des  valeurs  négatives,  deux  des  ra- 
cines infiniment  petites  de  l'équatio»  (5)  sont  réelles; 
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l'une  d'elles  est  positive  et  l'autre  négative.  On  obtient 
done,  sur  la  droite  B,B',  [fig-  2),  deux  points  situés 
l'un  dans  la  région  Ae%jr  positifs,  l'autre  dans  la  région 
des  j  négatifs.  Quand  e  tend  vers  zéro,  les  deux  racines 


31 


1 


considérées  engendrent  les  brandîtes  MB,  M'B'  situées 
d'un  même  c6té  de  l'asymptote. 

On  voit  i\ae  l'éfjuatiou  (5)  a  une  forme  analogue  à 
celle  que  présente  l'équation  (  7  )  de  la  première  Partie  ; 
ce  dernier  cas  correspond  à  celui  où  le  point  estd^'n- 
tlexion- 
Ce  que  l'on  vient  de  dire  de  la  racine  simple  a  de  l'é- 
quation (pp(j:)  ^  o  s'applique  à  toutes  les  autres  racines 
simples  de  cette  équation^  on  construira  donc  de  la 
même  manière  toutes  les  branches  infinies  fournies  par 
les  autres  racines. 


2.  Considérons  maiutqnant  le  cas  où  f^(:t')=:  o  ad- 
met une  racine  double  a\  dans  ce  cas, 


f;(«)?o: 
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l'équalion  (3)  pourra  donc  s'écrire 


7?r(a) 


(7)    1       +î[?p+.{o)  +  =  ¥;*,(a)+. ..]+■■ 
■[T«.(«)  +  t.p'^(a)+...  +  ^^ 

Supposons  que  fi  n'annule  pas  la  fonction  'Bp^,{x);  dans 
ce  cas,  l'équation  (7}  pourra  s'écrire 

<8)     —[?;{«)+ »]+5[?>,-..(«)+fi]^o, 

analogue  à  l'équation  (1 1}  de  la  première  Partie. 

Les  quantités  a  et  ^  sont  aussi  petites  que  l'on  veut 
lorsque  z  désigne  ta  racine  infiniment  petite  de  l'équa- 
tion (  8). 

La  valeur  approchée  de  z  est  l'expression 

On  voit  aisément  qu'à  cette  racine  correspondent  deux 

Fie-  3.. 


branches  de  courbe  analogues  à  celles  de  la  fig.  3,  con- 


struite dans  l'hypothèse 


-fp('') 


>o. 
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Cc>9  considérations  s'ap[)li<]uenl  à  toutes  les  racines 
doubles  de  l'équation  'fp(x)=so  qui  n'annulent   pas 

3.  Considérons  maintenant  le  cas  on  ^fp+iia)  =  o  et 
(p^i(a)<o,  ainsi  que  '?p+i(^}'Z'*i  'tétant  toujours  une 
racine  double  de  fp(x)  =  o. 

L'équation  (3)  prendra  al<M's  la  forme 

Y  étant  une  somme  de  termes  qui  sont  tous  infiniment 
petits  devant  les  trois  premiers  pour  des  valeurs  inQni- 
ment  petites  de  c  et  de  x. 
Posons 


l'équation  (9),  après  cette  substitution,  renferme  dans 
ion  premier  membre  e'  en  facteur;  si  l'on  débarrasse  le 
premier  membre  de  ce  facteur,  il  vient 

(10)  ™î;(»)  +  i:î;«(o)+i:'t/.«(«)  +  t'=<>, 

y  étant  une  somme  de  icrn»es  qui  renferment  tous  e  en 
facteur. 

Quand  e  est  très  petit,  la  fonction  ^  a  une  valeur  aussi 
voisine  que  l'on  veut  de  l'une  des  racines  de  l'équation 
du  second  degré 

(11)  Y^?;(«) +!?;.*.(«)  ^-ï*?;m-.(«)^o. 

Soient  Çg  et  Çi  les  racines  de  celte  dernière  équation  ; 
supposons  ^t  et  X,  réelles  et  inégales;  les  deux  racines 
de  l'équation  en  z  qui  tendent  vers  zéro  auront  pour  va- 
leurs  approchées 
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par  suite,  si  î^e  et  Ki  soQt  d"  foiiiac  signe,  la  courbe  prë- 
seulera  une  disposittoa  analogue  à  celle  de  iajtg.  4  (s* 
el  ^1  sont  supposés  positifs),  et  si  Ço  et  ^,  sont  de  signes 


\ 


coutraires,  la  courbe  présentera  une  disposition  ana- 
logue à  celle  de  la_yî^.  5. 

Si  les  racines  de  l'équation  (  1 1  )  sont  imaginaires,  il 
n'y  a  pas  de  branches  réelles  asymptotes  l'i  la  droite  BB'. 
Enfin  si  les  racines  de  l'équation  (i  t)  sont  égales,  elle 
prendra  la  forme 

(la)     ç^,(a)(;-;,}«  +  Ac  +  Bs«  +  CE*4-...^o, 

et,  par  suite, 


-vA 


les  deux  valeurs  de  ^  qui  ont  pour  limite  Çg  ont  donc 
pour  valeurs  approchées 


'-^''-V'^^^M^) 


) 
cl  nous  donnent  une  disposition  de  la  courbe  atialogiic  à 
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ixlle  du  la^g.  (i,  qui  correspoiid  au  rebrousse tneiit  de 
seconde  espèce. 

Fig.  6, 


à 


i.  Nous  avons  actuellement  à  examiner  Te  cas  on 

En  introduisant  ces  bypotlièses  dans  l'équation  (3}, 
elle  prend  la  forme 


(.3) 


«)- 


"'■<fU^«)  +  =>P+^(«)^ 


à  étant  une  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  qui  sont 
inQniment  petits  devant  l'un  des  trois  lennes  mis  en  évi- 
dence, 

Les  développements  dans  lesquels  nous  sommes  entres 
pour  traiter  complètement  ce  qui  se  lapporte  à  l'équa- 
tion (17)  de  la  première  Partie  nous  dispensent  d'insis- 
ter sur  l'étude  dp  l'équation  (i3).  Nous  nous  bornerons 
donc  à  énoncer  les  résultats  suivants  : 

1°  Si  n^N, les  brandies  qui  accompagnent  BB'^oIïrent 
la  disposition  de  la  fig.  3,  dans  le  cas  de  N  impair;  et 
dans  le  cas  de  N  pair  il  n'y  a  pas  de  brandies  accom- 
pagnant la  droite  jr  =  n,  ou  bien  elles  olFreiit  la  dispo- 
sition de  la  fig.  &' 
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2°  Si  H<^N,  jV  =  n  «,  on  obtient  \esfig.  7  et  8  si  n  est 
pair  et  ai  les  racines  de  l'équation  en  ^" 


sont  réelles  et  inégales. 

Si  les  racines  de  l'éqnalion  (i4)  sont  égales,  la  eourbc 
présente  une  forme  analogue  à  celle  de  i^fig-  7. 

EnGn,  si  les  racines  de  l'équation  (i4]  sont  îmagi- 
Fig.  ^.  Fig.  8. 


naires,  il  n'y  a  pas  de  branches  réelles   qui    accom- 
pagnent la  droite  BB'. 

La  discussion  se  fait  d'ailleurs  comme  dans  la  première 
Partie;  nous  n'insisterons  pas  et  nous  allons  passer  au 
cas  des  asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  j. 

5.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  est  à 
l'infîni  dans  une  direction  autre  que  celle  du  l'axe  des  y, 
et  soit 


(  F(-r 


r)=A(-r,y)+A.-,{x,y)^ 


+/.(^,  >•)+/.= 


l'équation  de  la  courbe. 
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Dans  («tte  équation, ^(:f,^)  désigne  d'une  manière 
générale  l'ensemble  Itomogène  des  termes  du  degré  [jl. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

ou  bien,  en  posant  fJ  i ,  —  j  ^  fJ  —  1 , 

(3)«»o.(i)  +  x-.,._,(^)+...+  , 
Si  l'on  fait,  en  outre, 


a  étant  une  racine  de  l'équation 

l'équation  (3)  deviendra,  après  en  avoir  multiplié  les 
deux  membres  par  a:'", 

,,,      i  v«(a-Hy)  +  ^>„-,(«+/)+--- 

(  -1-  x  "-'?,(«+/)  +  a;''-?»  — o. 

Si  l'on  développe  les  expressions  ¥,(o-t-y)  et  si  l'on 
remarque  que 

?m{a)  — o, 

l'équation  (4)  deviendra 


(5)i 


-t-  ^  ?«"'(«)  +  T^^îriT' ■?-."(«) 
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Si  l'on  pose 

l'équatioii  (  5  )  prendra  la  forme 
(6)( 


«■"[^«'W 


"{<•)-! 


-Î»J- 


MfKÏ(<')+---+T»-,(o). 


OU,  après  la  suppression  du  facteur  x', 

(7  )       -ti  (i)  +  ^'^»W  + . .  .4-  ^'"-'■t«(X}  = 

eu  posant,  pour  abréger, 

Dans  le  cas  le  plus  général  où  un  certain  nombre  de 
fonctions  ^f{^)  sont  identique  me  ut  nulles,  par  exemple 
dans  le  cas  où  ^^  (X),  '{'](}),  .. . ,  ^p-i{'^)  sont  identi- 
quement nulles,  l'équation  (7)  prend  la  forme 

on,  après  la  suppression  du  facteur  jfP~\ 

(9)  i,p0.)^X%^,{\)+---+^""-''^m0')  =  O. 

Cette  équalion  est  de  même  forme  que  l'équation  (  3  ) 
de  la  première  Partie. 

6.  On  voit  aisément  que  si  l'on  construit,  dans  le  voi- 
sinage de  l'origine,  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion (5),  't(x',y)^o,  cela  équivaudra  à  la  construction 
de  la  courbe  (1)  à  l'infini  dans  la  direction  fournie  par  la 
ra<-înc  a  de  l'équation  cpin(i()  =:  o. 
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En  effet,  nous  avons  posé 


Si  nous  faisons  ensuite 

1  — Xo-+ 


cela  reviendra  évidemnent  à  couper  la  courbe  par  une 
droite  parallèle  à  la  droite j^  =  ax  +  ),o> 

Cette  droite  y  =  ax  +  Xo  est  asymptote  à  la  courbe 
si  \^  a  été  déterminé  de  manière  que  l'équation  en  ^ 
acquière  une  nouvelle  racine  nulle;  par  suite,  l'équation 
en  X  acquerra  une  nouvelle  racine  iniinîc.  L'équation 
y  =  ax  H-  Xfl  +  e  sera  alors  celle  d'une  parallèle  à  l'a- 
symptote y  ^  ax  4-  5.0  et  aussi  voisine  que  l'on  voudra 
de  celte  droite  pour  des  valeurs  suffisamment  petites 
de  %. 

Les  équations  {7)  ou  (9)  entre  les  quantités  a' et  ï. 
deviennent,  en  posant  ),  =  Xo-1-e,  des  équations  entre 
les  inGniment  petits  j/et  s;  elles  nous  donneront,  par 
des  raisonnements  identiques  à  ceux  de  la  première 
Partie,  les  valeurs  approchées  infiniment  petites  de  x' 
pour  des  valeurs  très  petites  de  %,  et,  par  suite,  le  signe 
de  ces  valeurs  de  xf  pour  des  valeurs  soit  positives,  soit 
négatives  de  e.  Donner  à  e  des  valeurs  positives,  c'est 
couper  la  courbe  par  des  parallèles  à  l'asymptote 
y  =  ax  -)-  Xo  situées  au-dessus  du  cette  droite  ;  les  va- 
leurs négatives  de  g  donnent  des  parallèles  à  l'asymptote 
situées  au-dessous  de  cette  droite. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  point,  la  dis- 
cussion étant  identique  à  celle  que  nous  avons  dévelop- 
pée précédemment.  Nous  allons,  en  terminant,  rappeler 
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une  propriété  remarquable  de  la  oourbe  représentée  par 
l'équation  (5)  cnj/,  j',  que  nous  avons  désignée  par 

La  courbe  4>(.i''j_y')  =  o  peut  être  considérée  comme 
une  transformée  parperspective  de  la  courbe  représentée 
parF(x,^)  =  o. 

Si  l'on  conçoi  t,  en  effet,  un  système  de  deux  plans  rec- 
tangulaires {fi'g-$)  qui  se  coupent  suivant  la  droite XY, 

Fig.  9- 


2 jZ_ ^ î 


et  un  point  o  dont  les  distances  aux  deux  plans  soient 
^ales  entre  elles  et  à  l'unité  :  soient  O,  CX  les  projections 
de  o  sur  les  deux  plans.  Si  l'on  unit  un  point  quel- 
conque M  du  premier  plan  au  point  o  par  une  droite, 
cette  droite  vient  percer  le  second  plan  en  un  point  M*, 
qui  est  la  perspective  du  point  M.  Si  l'on  rapporte  les 
positions  de  M  et  de  M' respectivement  aux  axes  xOy, 
x'O'y,  on  a,  entre  les  coordonnées  x,  j',  j/,  y'  des 
points  M  et  M',  les  relations 


par  suite,  si  le  point  M  décrit  dans  le  premier  plan  la 
courbe  F(.r,  y)  ^  o,  le  point  M'  décrira  dans  le  second 
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plan  la  courbe  *(a:',  j* — a)  =o.  Cette  «quaiioa  prend 
la  forme  '^[x',y)=o  par  une  translation  de  l'axe 
des  j'. 

La  courbe  *(jr',j')  =o  peut  donc  être  considérée 
c  une  perspective  de  la  première. 


TBÉOBfiNBS  SUR  LES  NOBMALKS  A  l'KllIPSB; 

Pak  m.  WEILL. 


Dans  le  cas  du  problème  proposé,  le  rapport  (a)  est 
égal  à  l'unité,  puisqu'il  existe  une  conique  tangente  aux 
côtés  du  triangle  Â'B'C  aux  points  A,  Il  et  C.  Le  rap- 
port (i)  est  donc  aussi  égal  àl'uuité.  Par  suite,  si  l'on 
désigne  par  a,  ^,  y^  a',  |â',  -f  les  distances  du  point  P  sux 
six  droites  menées  par  chacun  des  points  A,  B  et  C,  per- 
pendiculairement aux  côtés  qui  al>ou tissent  en  ces  points, 
l'équalion  du  lieu  du  point  P  sera 

Ce  lieu,  qui  est  du  troisième  degré,  a  pour  centre  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  et  pour 
asymptotes  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point 
sur  les  côtés  ;  il  passe  par  les  trois  poinis  A,  B,  C,  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  le  point  de 
concours  de  ses  hauteurs  et  les  centres  des  cercles  in- 
scrit et  exinscrits  au  triangle. 

Cherchons  maintenant  le  lieu  des  sommets  A',  B',  G 
du  triangle  obtenu  en  menant  des  tangentes  à  la  conique 

('  )  JVouvellei  Annales,  a-  f^ip,  t.  XX,  p.  fis. 
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aax points  A,  B,  C  Chacun  des  sommets  de  ce  triangle 
décrit  une  courbe  du  troisième  degré  difTércnte,  et  ces 
troiscourbesont  septpoints  communs,  qui  sont  les  som- 
mets A,  B,  C  du  triangle  donne  et  les  centres  des  cercles 
inscrit  et  eiciuscrits  à  ce  triangle.  Considérons,  eu  par- 
ticulier, le  lieu  du  point  A'.  Cette  courbe  du  troisième 
degré  passe  par  les  points  A,  6,  C,  par  tes  centres  I,  I', 
1",  l*  des  cercles  inscrit  ft  exinscrits  au  triangle  ABC, 
et  par  le  point  diamétralement  opposé  au  point  A  sur  le 
cercle  circonscrit  au  triangle^  elle  a  pour  directions 
asjmptoiîijues  les  côtés  AB,  AC  et  la  perpendiculaire  au 
côté  BC;  enfin  elle  passe  par  le  milieu  du  côté  BC. 

Parmi  toutes  les  coniques  circonscrites  au  triangle  ABC 
ettellesqueles  normales  en  A,B,  C  soient  concourantes, 
on  peut  considérer  les  deux  droites  AB,  AC,  qui  forment 
une  conique  répondant  à  la  question;  le  triangle  Â'B'C 
qui  lui  correspond  a  un  sommet  déterminé,  qui  est  le 
point  A',  diamétralement  opposé  aupoint  Asur  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC,  et  les  deux  autres  sommets 
la  droite  B*,  C  sont  indéterminés  sur  les  droites  A'B,  A'C, 
la  droite  B'C  qui  les  joint  passant  constamment  par  le 
point  A  ;  donc  le  lieu  complet  des  points  A',  B',  C  se 
compose  de  six  droites  et  de  trois  courbes  du  troisième 
degré. 

Considérons  une  droite  quelconque  passant  par  te 
point  A;  elle  rencontre  la  courbe  du  troisième  degré  qui 
forme  le  lieu  du  point  P  en  deux  points  P*  et  P";  au 
point  P  correspond  une  conique  circonscrite  à  ABC  et 
un  triangle  A'B'C;  de  même,  au  point  P"  correspond  un 
triangleA''B''C".  Les  points  K.B",  C',C"sont  sur  la  droite 
menée  par  A  perpendiculairement  à  PA,  et  ces  points 
forment  deux  groupes  (B',B''),  [C,C)  ;  lesdeux premiers 
points  B'  et  W  sont  situés  sur  une  courbe  connue  du  troi- 
sième degré;  les  deux  autres  C  et  C"  sont  aussi  sur  une 
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courbe  connue  du  troisième  degré  et  difiërentc  de  U  pi^- 
cédenic.  Or,  les  abscisses  des  points  P*  et  P"  ne  dépen- 
dent que  d'un  radical  carré  ;  il  en  est  donc  de  même  des 
abscisses  des  points  B*,  B",  C,  C,  puisque  les  deux  courbes 
du  troisième  degré  qui  uontlenuent  ces  points  passent 
toutes  deux  par  le  point'Â. 

Si  l'on  considère  une  des  coniques  circonscrites  au 
triangle  ABC  et  telle  que  les  normales  en  A,  B  et  C 
soient  concouiantes  en  un  point  P,  si  l'ou  projette  ce 
point  en  Q,  R,  S  sur  les  trois  côtés,  il  existera,  d'après  le 
théorème  de  Géométrie  que  nous  avons  établi,  une  co- 
nique tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  ABC  aux 
points  Q,  R,  S.  Dès  lors,  si  l'on  projette  le  point  P  en 
Q',R',S'sur  les  côtés  du  triangle  QRS,  il  y  aura  une  troi- 
sième conique  tangente  aux  côtés  du  triangle  QRS  aux 
points  Q*,  R',  S',  et  ainsi  de  suite.  M.  Laguerrc  a  énoncé 
sous  forme  de  question  (  Nouvelles  annales,  ques- 
tion 134i,  mars  1880),  une  proposition  qui  est,  an  fond, 
identique  à  la  précédente. 

Sans  développer  davantage  ce  sujet,  nous  énoncerons 
une  dernière  piopriélé  : 

TnÊonÈME  XIV.  —  Lorsqu'un  triangle  est  inscrit  et 
circonscrit  à  deux  ellipses  ayant  les  mêmes  axes  en 

position,  si  l'on  pose  l  =  lang  -,  y  étant  le  paramèti'e 

angulaire  de  l'un  des  sommets,  l'é^ualion  qui  donne 
à  chaque  instant  les  Irdis  valeurs  de  t  sera 

dans  laquelle  C  est  une  constante  et  X  un  paramètre 
var-iant  avec  la  position  du  triangle. 
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SIRFACES  APPLICABLES  SUR  DES  SURFACES  DE  RÉVOLUTIfl»; 

Par  m.  a.  PECART. 

1.  M.  Halon  de  la  Goupitlière,  daus  une  Comatuni- 
cation  faite  à  la  Société  pliilomathiquc  le  1 7  mars  1 867, 
a  donné  la  solutiou  de  la  question  suivante  : 

Quelles  sont  les  surfaces  sur  lesquelles  on  peut  tra- 
cer un  réseau  isotherme  ou  isomèlrii/ue,  c'est-à-dire 
décomposant  la  surface  en  carrés  infiniment  petits,  qui 
soit  formé  de  lignes  géodêsîques  et.  de  leurs  trajectoires 
orthogonales? 

Il  a  trouvé,  en  coosidératit  la  forme  de  l'élément 
linéaire  de  la  surface  qui  est  propro  aux  systèmes  iso- 
métriques, savoir 

que  les  seules  surfaces  jouissaut  de  celte  propriété  sont 
les  surfaces  applicables  sur  des  surfaces  de  révolution. 

2.  Ce  résultat  peut  s'établir  immédiatement  h  l'aide 
(les  principes  les  plus  siinjtles  do  la  Géométrie  des  sur- 
faces. 

Il  suHitdc  se  rappeler  l'expression  delà  cour&H/'eg:eo- 

désùjue  ( j  des  lignes  d'un  réseau  ortliogonal  et  le 

théorème  de  Gauss  qui  en  est  une  conséquence. 

Soit,  en  effet,  un  réseau  isométrique  formé  par  des 
lignes  gcodésiqucs  (X)  et  leui's  trajectoires  orthogo- 
nales (Y).  Les  éléments  de  lignes  géodésiqucs  compris 
t^ntre  deux  trajectoires  orthogonales  infiniment  voisines 
ûtant  égaux,  d'après  le  théorème  de  Gauss,  les  carrés 
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i-oiiipris  tiiire  ces  deux  iiiiimes  trajecloïi-es  sonl  tons 
«^gaux-,  par  suite,  la  courbure gàodésique  (ie chacune  des 
tiajectoires,  qui  est  égale  (si  l'on  désigne  par  dj  l'élé- 
nieiit  de  trajectoire  et  par  Zx  l'élénient  de  ligne  géodé- 

siquc)»  -T-ri— '  <!st  constanK^  Le  système  des  trajec- 
toires est  donc  formé  de  lignes  d'égale  courbure  géo- 
dèsiqtte. 

Or,'îl  est  facile  de  démonlrer  le  théorème  suivant  : 

Quand  il  existe  sur  une  surface  un  sjslcme  de  lignes 
géodési<]ues  ayant  pour  trajectoires  orthogonales  un 
système  de  lignes  d'égale  courbure  géodésique,  ou,  en 
d'autres  termes,  quand  on  peut  tracer  sur  une  surface  un 
système  de  lignes  parallèles  de  courbure  géodésique 
constante,  la  suiface  est  nécessairement  applicable  sur 
une  surface  de  révolution. 

En  effet,  la  courbure  géodésique  de  ces  lignes  {>eut 
Être  rcgaidée  comme  une  fonction  de  l'arc  s  qu'elles  dé' 
lerminentsurunecerlainitlignegéodésique,  à  partir  d'un 
{)oint  fîxc,  pris  pour  origine^  dès  lors,  si  l'on  considère 
la  surface  de  révoluliou  sur  laquelle  la  courbure  géodé- 
sique des  parallèles  soit  esprimée  par  la  même  fonction 
de  l'arc  de  méridienne,  on  voit  que  les  deux  surfaces 
pourront  être  déi-outposées  en  carrés  inllniment  petits, 
respectivement  égaux  entre  eus,  et.  par  suite,  seront  ap- 
plicables l'une  sur  l'autre. 

iVIais  quelle  est  la  surface  de  révolutiou  sur  laquelle  la 
courbure  géodésique  dos  parallèles  est  une  fonction  o{  j) 
de  l'arc  de  méridienne  P 

Si  l'on  désigne  par  x  le  rayon  d'un  parallèle,  on 
trouve  l'équation  dilférenticlle 
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dout  l'intvgrale  première  est 
(3)  x^Ce  •>" 

C'est  là  l'équation  de  la  méridienne.  11  y  entre  un  para- 
mètre arbitraire  C.  Si  l'on  fait  varier  ce  paramètre,  on 
a  une  infinité  de  surfaces  de  révolution  toutes  applicables 
les  unes  sur  les  autres.  Elles  forment  une  famille  dont 
les  surfaces  individuelles  se  distinguent  par  la  valeur  du 
tnodnleC. 

Le  théorème  précédent  permet  de  reconnaître  immé- 
diatement que  les  hèlicoïdes  sont  applicables  sur  des 
surfaces  de  révolution,  propriété  découverte  par  Bour, 
car  il  est  évident  que  les  bélices  décrites  par  les  diffé- 
rents  points  du  protil  générateur  sont  des  lignes  paral- 
lèles et  de  courbure  géodésique  constante. 

n  j  a  plus,  ou  peut  trouver  très  simplement,  en  s' ap- 
puyant sur  les  mêmes  principes,  la  relation  qui  existe 
entre  le  profîl  générateur  de  l'hélicoïde  et  la  méridienne 
delà  surface  de  révolution. 

Soit  L  le  profil  de  l'Lélicoïde  rapporté  à  l'axe  O^dc  la 
surface  et  à  la  perpendiculaire  O  x.  Considérons  l'hélice 
décrite  par  le  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x  et  y- 
Si  p  est  le  pas  ie  la  surface,  la  tangente  à  cette  hélice 
en  M  fait  avec  l'axe  un  angle  a  dont  la  tangente  est 
-^^—  ■  Si  l'on  désigne  par  set),  les  angles  que  la  tangente 
LU  M  au  profîl  fait  avec  Ox  et  avecla  tangente  à  l'hélice, 
on  trouve, pour  la  courbure  géodésique  G  de  l'héline  sur 
l'hélicoïde, 

car-  =  ctcos9=: r-^.  ou 
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ros" 

(  ■ 

iiecosa, 

V 

l>  ) 

ou   enfin,    en    remplaçai] 
pecti  ventent  par 

rfv 

"'•  1 

s/'-m 

Telle  est  la  courbure  géodes i que  dtis  hélices  exprimée 
<-n  fouGlion  de  \'x  des  diflei-ents  [joints  du  profil  et  du 
coefficient  d (fièrent îi;l  —-■  II  faut  exprimer  celte  cour- 

liure  en  fonction  du  l'arc  de  ligne  géodésiifue  qui  leur 
est  orlliogonal. 

Or,  en  appelant  .'  cet  arc  cl  <r  l'arc  du  proHI,  on  a 
évidemment 

(7)  f/s  =  rf<rsin>., 

d'où,  en  remplaçant  {It  et  sinX  par  leurs  valeurs, 


^=\/, 


(8)  rfi^V   '-^ ; — ■-■■   ;  djr. 

Si  l'on  suppose  le  proGl  connu,  x  est,  en  vertu  de 
cette  (Icniière  formule,  une  certaine  fonction  de  s  qui, 
mise  n  la  place  de  x  dans  lequaiion  (6),  donnera  la 
courbure  géodésique  des  hélices  en  fonction  de  l'arc  j.  Si 
l'on  désigne  par  o(s)  cette  fonction,  la  courbe  méri- 
diennc  de  la  surface  de  révolution  sur  laquelle  l'hélicoïde 
est  applicable  aura  pour  équation 
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Réciproquement,  connaissant  la  foiicliuu  ip(.«)  qui 
exprime  la  variation  de  ta  courbure  géodésique  des  pa- 
rallèles d'une  surface  de  révolution  doiinée,  on  pourr» 
déterminer  le  profil  générateur  de  l'Iiélicoïde  sur  lequel 
cette  surface  est  applicable.  Il  sera  donné  par  les  foi- 
mules  (9)  et  (8).  De  la  formule  (())  ou  tirera  la  valeur 
de  s  en  jr,  par  suite  celle  de  ds,  et  l'on  portera  cette  dci- 
nîère  dans  (S),  ce  qui  donnera  une  équation  différeu- 

tîelle  entre  xel-r-  dont  l'intégration  fournira  l'équation 

du  profil. 

Remarquons  que  de  t'équatio»  (8)  et  de  l'équation  (6), 
où  l'on  remplace  G  par  <^{s),  011  déduit  l'équation 

u  (î)  ds  ■+■  —. ;    ,    ,-  =  o, 

qui,  intégrée,  donne 

(10)  p'' +  Ixt!^ x^  ^  e    •' 

Comme  application  de  ces  formules,  nous  olierelieroiis 
d'abord  quelle  est  la  surface  de  révolution  sur  laquelle 
peut  s'appliquer  la  surface  de  vis  à  lilet  carré. 

Le  proGl  générateur  étant  une  droite  perpendiculaire 
À  l'axe,  on  a 

dx  ~°' 
par  suite 


L'équation  de  la  courbe  méridicnue  de  la  surlace  de 
révolution  clierchée  est  alors 

(II)  x^~\lfi^[^U^. 

On  reconnaîtra  là  l'équaiioii  des  couibes  déiivéuh  do 


tzedbïGoOglc 


(  ■■»  ) 

la  chaiuulte,  car,  en  posant  — ^^  =  k,  ~  :=  h,  on  pvut 

la  mettre  sous  la  forme 

x-=k  )/h'  ■+-  s' , 

qui  ne  dillure  que  par  le  module  k  de  l'équation  de  la 
cliamctte 


On  obtient  cette  dernière  équation  en  supposant  C  =  ^. 

La  surface  de  vis  à  lilet  carré  n'est  pas  Ir  seul  héli- 
coïde  applicable  sur  la  surface  de  révolution  qu'engendre 
la  cltatuelte  et  que  Bour  a  appelée  alysséide. 

Proposons -nous,  en  eUct,  de  trouver  le  proiil  des  héli- 
c^oïdes  applicables  sur  l'aljsséide. 

Pour  cette  surface,  la  fonction  ^ {5}  qui  exprime  la 

courbure  géodésiquc  des  parallèles  est  —  jj ;;  par 

conséquent,  l'équation  (10)  devient,  dans  ce  cas, 

m  désignant  une  constante,  d'où 


-/^ 


Portant  cette  valeur  de  -j—  dans  l'équation  (  8  ),  on  f 
,      ,   ,    ,      ,   ,    ,ltlr\' 
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d'où 

0     ,/K^_^v^.  +  .V 

Telle  est  l'équation 
coïde. 

dilTéroiiliulIc  du  prolll  d.r  l'Wli- 

Si  l'on  posi! 

d'où 

elle  devient 

rf,._      «/-J      vV+4'^*=v'4';'(4-'—«0-— '«(/''— '"A'i 

\  A-' ^  + 1'*  —  inh^ 

Sous  cette  forme,  ou  voit  quo  la  valeur  géuOrale  de  y 
fournie  par  l'intégration  renrerine  des  transcenda ut<;s 
elliptiques. 

Mais  on  n'a  que  dus   fonotir>iis  algébriques  et  loga- 
rithmiques dans  les  trois  cas  parlicnlicrs  suivants  : 

(■  m  —  £* 

■  A''  , 

~  __  ■ipr. 


Dans  le  premier  cas,  l'équation  dill'ércnticlle  devient 
■laus  le  sccoud, 
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dans  le  troisième, 


4irv5  s\/^-K's~i-p(p—3ich) 
L'intégration  s'effectue  donc  sans  aucune  difSculté; 
et,  eu  faisant />  ^  anA  dans  les  intégrales,  elles  se  ré- 
duisent 3^+0  =  0,  c'esl-à-dire  à  celle  d'une  droite 
perpendiculaire  à  l'axe.  On  retrouve  ainsi  la  surface  de 
la  vis  à  filet  cari-é. 


SOLUTION  DB  Lï  QliBSTION  PROPOSES  AU  CONCOURS 
D'ABUISSION  A  L'fiCOLE  NORHALE  BN  1880; 

P\ii  M.  J.  GRIESS, 
Mallrc  n^pétitcur  au  lyci^e  d'Alger  ('). 


Etant  donné  un  paraboloïde  hyperbolique,  on  con- 
sidère une  génératrice  rectiligne  A  de  cette  surface  et  la 
génératrice  B  du  même  système  qui  est  perpendiculaire 
à  la  première;  par  les  points  a  et  b  oit  ces  droites  sont 
rencontrées  par  leur  perpendiculaire  commune  passent 
deux  génératrices  rectilignes  A'  et  B"  de  l'autre  sys- 
tème; soient  a'  et  b'  les  points  oit  les  deux  droites  A' 
et  B*  sont  rencontrées  par  leur  perpendiculaire  com- 
mune. 

1°  Trouver  le  Heu  des  points  a  et  b,  et  celui  des 
points  a'  et  h\  quand  la  droite  A  décrit  le  paraboloïde. 

a'  Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites 
A  et  B' ou  A'  etK. 

i"  Calculer  le  rapport  des  longueurs  a'b'  et  ab  des 
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perpendiculaires  communes,  et  étudier  la  vai-iatiott  de 
ces  longueurs. 

3is  prends  l'équation  du  paraboloïde  sous  la  forme 


P        H 
tJne  génératrice  A  aura  pour  équations 


(A) 


une  génératrice  B  du  même  syslème  sera 

(B)  p"^"'' 

Ces  deux  génératrices  seront  perpendiculaires  si  l'on  a 

Le  point  a  où  la  perpendiculaire  commune  à  nés  deux 
génératrices  rencontre  A  est  défini  par  les  équations  (  A  ) 
et  par  celle  d'un  plan  mené  par  B  perpendiculairement 
sur  A.  Un  plan  passant  par  B  a  pour  équation 


VP      V"/ 
ou  bien 


\v'/>     M 
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il  sera  pci-pi^iitliculait-c  ù  A  si 

-■g-     i+1     i^z2 
'*•'    _   y'/'    _   vy 


duii 

/*  — '/ 

X^  pUii  proposé  a  donc  pour  équaliuii 

Eu  se  servant  des  équations  de  A,  celle-ci  peut  s  ecnn; 


011  bit» 


X- 


Divisant  par  X  —  X'  et  remplaçant  XX'  par  —  {p  -t-^)-  il 
vieiilpour  l'éciuation  du  lieu 


Cette  équation,  jointe  à  celle  du  paralioloïde,  moiitir 
que  le  lieu  des  points  a  est  une  hyperbole  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  l'axe  du  paraboloïde.  Ou  voit  d'ail- 
leurs que  c'est  aussi  le  lieu  des  points  £,  car  tous  les 
calculs  sont  symétriques  en  X  ci  À'. 

Je  remarque  que  cette  liyperbole  est  aussi  le  lieu  des 
points  du  paraboloïde  où  les  géiiéralrires  sonr  pcrpendi- 
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calaires.  On  aurait  pu  !c  prévoir.  Si  je  mène  en  effet 
par  Bun  plan  perpendiculaire  à  A,  ce  plan  coupera  le 
plan  tangent  en  a  suivant  une  droite  passant  par  a,  pcr- 
pendiculaire  à  A  et  rencontrant  B.  C'est  donc  une  géné- 
ratrice du  paraboloïde.  Donc,  en  a,  les  génératrices  sont 
rectan  gai  aires. 

Cette  remarque  nous  permet  d'écrire  immédiatement 
les  équations  des  génératrices  A'  et  6'. 

Celles  de  A'  sont 


(V) 

et  K'  sur 

a  perpendiculaire  à  A  si  Ifi 

De  m 

èine  celles  de  B"  seront 

[  v^     v'?     ■  ' 

avec  la  condition  X'f/-t-p  —  ^  =  o. 

Pour  trouver  le  point  n*,  je  mènerai  par  B*  un  premier 
plan  parallèle  à  A'  :  c'est  évidemment  le  plan 

(3)  X^.    =    _^'=o; 

puis  un  second  plan  perpendiculaire  à  ce  dernier. 
Un  pareil  plan  a  une  équation  de  la  forme 

V  3  ,,/v  r        a.r\ 

vp     VI  Wp     Vf     ^  / 

ou  bieu 
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il  sera  p«r|ieudi  cul  aire  au  plan  (3)  si 


\p     i)       \p     'Il  p  —  n 

Le  plan  (4)  a  donc  pour  équation 


p-q\^J~P     s[7i      V- ) 


>/p     V'J 

Le  point  fl"  se  trouve  à  l'imerseclion  de  A'  avec 
Son  équation  s'écrit,  en  se  servant  de  A', 


p  —  t/  [iiJ.' 


ou,  en  divisant  parft- 


Multip 

ions  entre 

elles  les  deux  conditions 

Xi. 

-hp 

—  '/  =o, 

i-'f 

-^P~'l  — 

il  vient 

■ù.'.v?-'= 

(p 

-1Y- 

Or 

n'=— 

u> 

^■^l^■, 

donc 

iV— — 

'JL 

zll-, 

l> 

-1-'/ 

et  l 'équation 

dul 

eu  est 

p-'l 

I.P 

+  7)       „ 
-71"        ' 

.+  -<?- 

-7l 

-  — 0 
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Celte  équation,  joiiilc  h  relie  du  paraboloide,  montre 
que  ce  lieu  représente  encore  une  hyperbole  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  l'axe. 

Chercbons    maintenant   le    point  de    rencontre  des 
droites  A  et  Vf.  Pour  cela  prenons  récjuatioii 


avec  la  condition  X'fx'-t-p  —  </  = 
Les  équations  de  A  donnent 


■Jp 

"v'« 

X, 

),).'  + 

p  +  1 

=  o 

■^ 

p  +  q 

\^     \'t)  W/»     s/'i) 


\ra 


P\'P       9\<l 


Ce  plan  coupe  le  paraboloïde  suivant  une  parabole  qui 
est  le  lieu. 

On  voit  d'ailleurs  qu'en  opérant  avec  A'  et  B  on  ob- 
tiendrait le  même  lieu. 

Pour  calculer  tes  longueurs  ab  et  n'A',  il  me  sufllra 
de  prendre  les  plus  courtes  distances  des  projections  des 
génératrices  sur  le  plan  Aeijz  \  car  les  plans  diret:teurs 
auxquels  les  génératrices  sont  parallèles  sont  perpen- 
diculaires au  plan  des  yx. 

Pour  avoir  ni,  je  prendrai  ladistanrcdupoint  (s  =  o, 
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y  =  i^/v  n  la  géiiéralrice  ^ ^  —  X'=  o;  cVsl 

V/'       SI 


De  même,  pour  avoir  n'A',  je  prends  la  distance  du 
point  (3  :=  o,  j'  =  l^<Jpj  à  la  droite  ^  H — p  ■ —  tx'=  o, 
ce  qui  donne 

(tx— ^')v/^_ 

Le  rapport  est  donc 

nb  _  >-V 
Or 

f=         j— ,     f'=         JÎ-. 

,.-f=-(,,-,)-jjr-  =  -(/<-7)^-^- 

Donc  le  rapport  —m  est,  en  valeur  absolue, 

/'  +  '/. 
P  -  '/' 

il  esl  donc  constant  quand  la  géuûratricc  A  se  dé|>lac« 
sur  le  paiaboloïde. 

Comme  l'on  voit,  la  variation  de  ces  longueurs  ne  dé- 
pend (jue  de  î,  —  i'.  Or 
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Pour  étudier  U  variation  de  cette  quantité,  prenons  la 
dérivée;  c'est 

a),'— X'  — /»  — 7     ou     X'— (/.  +  y). 

Pour  '/.=  ^p-i-  If,  la  dérivée  est  nulle  ^  de  plus,  elle 
cliauge  de  signe  en  passant  du  négatif  au  positif,  quand  X 
passe  par  cette  valeur  en  variaut  de  o  à  -H  oc  ;  donc  la 
fonction  passe  par  un  minimum. 

Pour  cette  valeur  de  X,  celle  de  la  premièn;  longueur 
est 

et 

l'  +  'l. 
Note.  —  l.a  ménie  queslinn  a  i\i  résolue  par  M.  A.  Leioekugel. 


SOLUTION  DB  LA  QlESTIO^l  PROPOSÉB  POUR  LE  CONCOURS 
BAKHISSiem  A  l.'ÉC»LE  POLYnCHKIQUE  EN  1880; 

Par  m.  h.  LEZ. 


Soient  M  et  \  les  points  où  l'axe  des  x  rencontre  le 
cercle  x^  -^y"  =^  ''^  ;  considérons  une  qnelcontfue  des 
hjfterboles  éi/uilalères  i/ui  passent  par  les  points  M 
et  I\  ;  menons,  par  un  point  Q  pris  arbitrairement  sur 
te  cercle,  des  tangentes  à  l'hyperbole. 

Soient  A  et  B  les  points  oit  le  cercle  coupe  la  droite 
t/tti  joint  les  points  de  contact.  Démontrer  que,  des 
deux  droites  i^\  et  QB,  l'une  est  parallèle  il  une  direc- 
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tionjîxe  at  l 'autre  passe  par  im  point  fixe  P.  Le  /mint 
P  étant  donné,  l'hyperbole  correspondante  qui  passe 
par  les  points  M  et  N  est  déterminée;  on  construirti 
géométriquement  son  centre,  ses  asymptotes  et  ses  som- 
mets. Si  le  point  P  décrit  la  droite  y=x^  quel  est  le 
lieu  décrit  par  les  foyers  de  l'hyperbole?  On  déter- 
minera son  équation  et  on  le  construira. 

Pour  qu'une  byjxtrbole  équiUtère 
(i)  j:*  -t  2h:ry  —  y*+  3  gy  -i-  ■i/ji:  -\-  l  =  0 

passe  par  les  points  M,  N,  il  faut  que  le  trinôme 
x'-+-  ^J'x-\-l  =  o  soit  vérilié  pârx=:±/',  c'est-A-dire 
que  le  terme  en  x  soit  nul;  alors  /  =  —  r',  et  l'équa- 
tion (  I  )  devient 

(9)  x*+  a  Axj— r'-i-  3^7  —  r'=  o. 

Mais  la  polaire  d'un  point  Q([J^,  v),  par  rapport  n  cette 
conique,  est  représentée  par 

(  fiH- /.  ■- )  J7 -h  (  A 11  —  V  +  ^)  V  +  ^  V  — /■' —  o  ; 
si  le  point  Q  est  sur  le  cercle 
(3)  ■  ^*-t-r'=.-', 

on  a 

li^^rcosa,     y  :^;-sini, 

et,  pour  l'équation  de  la  polaire, 

r(cosa+  A  sina)j;  +  [hr cosi  —  rslnx-\~ff)r 

+  r(ffsinx~r)—o. 
Or  cette  droite  rencontrant  le  cercle  (3)  e»  deux  points, 
(A.)  ^^roosa,    y  —  —  rsinx, 

!__  j-rosg(f'—  /'A'  —  f')  H- »/»•*(  raina  —  ff) 
''—        /■+/-«A'H-^'-i-air'tAcos«  — siu«)       ' 
_  rsiim(/-*A'— r*  — ^')  +  a>-'(rAcos«  +  ff) 
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on  trpuve,  pour  l'équation  de  QA, 

et,  pour  celle  de  QB, 

{hr+ g  coia)y  +  (r—  g  sina)x  —  (A  sina  +  cos3i)r*:=  o. 

La  première  droite  est  donc  perpendiculaire  à  MN  et  la 

seconde  passe  par  un  point  fixe  P(a:  = '  J'^  —  )t 

car  son  équation  peut  facilement  se  mettre  sous  la  forme 

(,-0,....o„.,  =  (,.^)<....^.,. 

Ce  point  P  est  le  pôle  de  MN  par  rapport  à  l'hyperbole 
ëquilatère  (2).  Lorsqu'il  est  donné,  l'équation  {3}  ne 
contient  plus  de  coefficients  variables;  car  on  écrira 

(4)  ^1_  _  j;v— _y'4-  — ^-  r'^O, 

en  faisant 

, r'A       /■' 

~  g  '  g~  ' 
L'hyperbole  équilatère  est  donc  bien  déterminée.  Les  dé- 
rivées dx  -i-cy  =  r',cx  —  dy^o  montrent  que  son 
centre  est  à  la  rencontre  de  la  polaire  du  point  P,  par 
rapport  au  cercle  (3),  avec  une  droite  passant  par  l'on- 
giue  O  et  le  même  point  P.  Quant  aux  axes,  leurs  coeffi- 
cients angulaires  étant  donnés  par  l'équation 

du}~  2CU  —  rf=o, 
de  laquelle  on  tire 


ils  sont  faciles  à  tracer;  d'ailleurs,  ils  sont  parallèles  aux 
bissectrices  des  angles  formés  par  les  droites  jr  =  o, 
dx  -\-  cjr  =  /■'. 

Jaa.  Je  Matkémal.,  !•  lériF,  t.  XX.  (M»r.  iSSi .;  9 
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Connaissant  la  direction  des  axes,  on  a  celle  des  asym- 
ptotes. 

Or,  les  asymptotes  et  un  point  quelconque  M  ou  N 
étant  donnés,  on  peut  déterminer  la  longueur  des  axes 
et  par  suite  les  sommets. 

En  décrivant  une  circonférence  sur  le  diamètre  HMK, 
perpendiculaire  à  l'axe  transverse,  on  a,  en  effet, 

Ïm'  =  MH.MK  =  o'=6'. 

Enân,  si  le  ^wint  P  doit  suivre  la  droite  j  =:  x,  il  faut 
(jue  d  ^  c;  alors  l'équation  (4)  devient 


En  l'identifiant  avec  l'équation  générale  aux  foyers 

—  2(3 -h  n/')/ -h  «'+ p'  — ;>'— o, 
on  a  les  égalités 


d'où 


Cette  dernière  relation  entre  les  cooixlonnées  a  et  ^  des 
foyers  permet  d'avoir  de  suite  le  lieu  demandé,  car  des 
égalités  (5)  on  tire  encore 

ce  qui  fournit  deux  équations  dilFérentes  : 


D.nt.zedbïGoOglc 


(,3,  ) 
1*  Celle  d'une  ellipse 

î*  Celle  d'une  hyperbole 

Ces  deux  coniques  passent  par  les  sommets  d'un  carré, 
ont  leur  centre  à  l'origine  et  leurs  foyers  en  M,  ?»  ;  elles 
sont  donc  homofocales.  Quand  ac';>r',  le  point  P 
est  à  l'extcrieur  du  cercle  (  3  ).  les  foyers  des  hyperboles 
«qailatères  décrivent  l'ellipse  (6);  par  contre,  ils  dé- 
crivent l'hyperbole  (  7)  si  ^c*  <|  r-, 

Xole.  —  Solution  aoalylique  de  M.  Albert  Isay,  élève  du  l;céc  de 

M.  J.-B.  Pomeya  envoyé  une  c  s  l'c  tic  a  le  solution  géumëtriquc.  Nous 
rn  «tons  d'ailleurs  déjà  publié  une  dans  le  Tome  précédeot. 


8111  L't«IIATION  DK  HESSE  AUX  POrNTS  l'INFLEXION; 

Pau  m.  CRETIN, 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lyeée  Saint-Louis. 


En  vertu  des  identités  d'EuIer  sur  les  fonctious  hu- 
tiiogèoes,  si  deux  Ibnctions  ont  des  dérivées  secondes 
respectivement  égales,  pour  un  système  de  valeurs  des 
variables,  les  fonctions  elles-mêmes  et  leurs  premières 
dérivées  sont  respectivement  égales  à  un  facteur  numé- 
rique près, 

Soit/'x,j')^  o  l'équation  d'une  courbe  algébrique^ 
l'équation  qui  détermine  les  points  d'inflesion  ne  reii- 
ttrme  que  les  dérivées  premières  et  secondes  de  la  fonc- 
tion y. 

Considérons  sur  la  courbe  un  point  de  coordonnées  x 
^Iji  1^^  dérivées  secondes  de  la  fonctiony{reiidue  ho- 
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mogràe)  pour  le  point  consid^r^,  et  la  coniqae  doDt 
l'équation  est 

X'/:,  +  2XY/;,  +  Y'/J.  -1-  aX/*,,  +  aY/;.  +/:.  —  o. 

Les  coefficients  sont  précisément  les  dérivées  secondes 
du  premier  membre,  au  facteur  3  près.  Donc  la  conique 
passe  par  le  point  considéré,  et,  pour  ce  point,  les  déri- 
vées premières  et  secondes  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  la  conique  sont  égales,  à  un  facteur  constant 
près,  aux  mêmes  quantités  relatives  à  la  première  courbe. 
Donc  le  point  {x,y]  sera  simultanément  un  point  d'in- 
flexion sur  la  courbe  et  sur  la  conique.  Or,  la  condition 
pour  que  le  point  soit  d'inflexion  surlaconique  est  qu'elle 
se  réduise  à  deux  droites.  C'est  donc  que  l'on  ait 

■  /".-  /:.  A-  i 

A    /;■    fy.  ^-o. 

1  /■"  /;.  A- . 

SUR  LE   THfieRÉHB  BB   hOLLE ; 

Pa»  m.  j.  collin. 

Dans  le  cas  où  il  s'agit  d'équations  algébriques,  le 
théorème  de  Rolle  peut  se  démontrer  de  la  manière  sui- 
vante. 

So)enty(x)=o  l'équation  considérée;  a,b,c,...,lsei 
racines  réelles,  aetb  étant  deux  racines  consécutives; 
f{x)  te  polynàme  relatif  aux  racines  imaginaires  et 
^{x)  le  quotient  de/(4r)  par  x  —  a,  de  sorte  que 
f(,x)  =  l:>:-a)(3:-b)...{a:-l)<f(x)  =  (x-a)^ia^). 

D'après  un  tliéorètne  bien  connu,  on  a 
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f{a)  =  (a-b)(a-c)...{a-l)-iia), 
et  de  même 

/\b)  =  (b-a){b^c)...(b-l)'.(b). 

Or,  ç{fl)  et  ç>(fi)  soûl  de  même  signe;  tous  les  autres 
facteurs  dey(a)et/'(&}  sont  aussi  de  même  signe,  à 
l'exception  de  (n  —  i)  et  (A  —  o),  qui  sont  de  signes 
contraires.  Doncf'{  a  )  et/'  (  b  )  sont  de  signes  contraires  ; 
donc  réquationy(xl  =  o  admet  un  nombre  impair  de 
racines  comprises  entre  a  et  b. 

Le   théorème  At:   Rolle  n'est  ainsi  qu'un   corollaire 
immédiat  du  tLéorème  des  substitutions. 


NftRNALB  MBNÉK  A  UNS  CONIQGE  A  CENTRE  D'IK  P9INT 

BE  L'AXE  FOCAL; 

Par  m.  Ebsest  LEBON. 


PnoBLÈHB.  —  Si  pai-  un  point  o  de  l' axe  focal  d'uno 
conique  à  centre  c  on  mène  à  la  courbe  les  deux  nor- 
males égales  og  et  oh  et  une  perpendiculaire  ok  à  un 
diamètre  ptf,  le  lieu  du  point  d'intersection  r  de  celte 
perpendiculaire  et  du  diamètre  ij  conjugué  au  précé- 
dent est  la  droite  gh  qui  passe  par  les  pieds  des  deux 
normales. 

Prenons  les  axes  de  la  conique  pour  axes  coordonnés. 
Ou  a,  en  désignant  par  d  la  distance  co,  les  équations 
suivantes  de  pq,  ij  et  ofi  : 
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En  portant  les  viileurs  des  cooi-données  du  point  o 
dans  l'équatioQ  de  la  normale  eu  h,  on  trouve  que 
l'équation  de  hg  est 


L'abscisse  du  poiul  /-  ayant  aussi  cette  valeur,  la  pro- 
priété éttoncéu  est  vraie. 

applications.  —  i"  Pour  mener  d'un  point  c  de  l'axe 
focal  les  Aormales  égales  à  une  conique  à  centre,  on 
eonstruit  les  deux  diamètres  conjugués  égaux,  et  l'ou 
détermine  le  point  d'intersection  /-  d'un  diamètre  et  de 
la  perpendiculaire  à  l'autre. 

a"  Cette  propriété  permet  de  vériûer,  ou  mieux  de 
simplifier,  les  consiructions  relatives  aux  parallèles 
limites,  minïma  et  double  qu'il  faut  trouver  dans  l'épure 
du  problème  suivant  :  Construire  les  projections  de  la 
surface  de  révolution  à  axe  vertical  engendrée  par 
une  conique  à  centre  dont  l'axe  focal  coupe  l'axe  de 
révolution. 


CONCOURS  GfiIfÉRAL  DE  1881. 

A/athématiques  spéciales. 

Sur  une  courbe  donnée  du  troisième  degré,  ayant  un 
point  de  rebroussemcnt  O,  on  considère  une  suite  d(^ 
points  A_„,  A_(„_,),  . . . ,  A_i,  A_, ,  Aj,  A) ,  Ai,  . .  -  , 
An_i,  A„,  tels  que  la  tangcute  eu  chacun  de  ces  points 
rencontre  la  courbe  au  point  suivant  : 

i"  Etant  données  les  coordonnées  du  point  A«,  on  pro- 
pose de  trouver  les  coordonnées  des  points  A-„  A„,  et 
de  déterminer  les  limites  vers  lesquelles  tendent  ces 
jwints  quand  l'indice  n  augmente  indéfiniment. 
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a'  Ou  demande  le  lieu  décrit  par  le  premier  point 
limitelorsque  la  courl>e  du  troisième  degré  se  déforme  en 
conservant  le  même  point  de  rebroussement  O,  la  même 
tangente  en  ce  point,  et  en  passant  constamment  par  trois 
poinls  fixes  P,  Q,  R. 

3°  On  étudiera  comment  varient  1rs  points  d'intersec- 
tion  de  ce  lieu  et  des  c6lés  du  triangle  PQR,  quand  les 
sommets  de  ce  triangle  se  déplacent  sur  des  droites  pas- 
tant  par  le  point  O. 

Philosophie. 

La  Terre  étant  supposée  spliérique,  on  considèi-e  le 
point  M  de  la  surface  dont  la  latitude  est  égale  à  la  lon- 
gitude : 

i"  Déicnnincr  le  lieu  des  projections  des  points  M  sur 
le  plan  de  l'équaieur; 

2°  Déterminer  le  lieu  des  droites  AM,  A  étant  le 
point  de  l'équateur  à  partir  duquel  on  compte  les  lon- 
gitudes. 

Malhéniatiifues  élémentaires. 

i.  Résoudre  le  système  de  n  équations  an  inconnues  <: 

r,(j:, -|-X,-(-.  .  .-\-.r„)-h  2.3    (  J^, -f-Xj-f- ,  .  .-\-x„)^=  55  n*. 

r,(,j^,-(-x,-(-.  ..-h.r„    |)^-/i(/^^-l)^.r,-^.'■,-H...^-,<;„)'  -(a/i-i-i)>o 

n.  D'un  point  O  pris  dans  le  plan  d'un  cercle 
partent  quatre  droites  qui  coupent  sa  circonférence,  la 
première  aux  points  a  et  a\  la  deuxième  aux  poinU  b  et 
b';  la  troisième  aux  |K)ints  c  et  c';  et  la  quatrième  aux 
points  d  et  d'. 

Prouver  que  lei  sinus  des  moitiés  des  arcs  ac,  bd. 
ad.  bc,  i^c\  b'd".,  a'd'.   h'c'  sont  lié»  entre  eux  par  la 
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d   .   a'd-   .   b'c 


.    cb   .    da   .    itb' 


Bhétoiique. 

I.  Aux  deux  extrémités  A  et  B  (lu  diamètre  AB  d'un 
demi-cercle,  on  lui  mène  deux  tangentes;  on  construit 
ensuite  une  troisième  tangente,  qui  coupe  les  deux  pre- 
mières aux  points  C  et  D.  On  demande  de  déterminer 
cette  tangente  de  manière  que  le  volume  engendi-é  par 
le  trapèze  ABDC  en  toumint  autour  du  diamètre  AB 
et  la  sphère  engendrée  par  la  révolution  du  demi-cercle 
autour  de  son  diamètre  soient  entre  eux  dans  le  rap- 
port de  m  à  i .  Discussion. 

II.  Révolution  sidérale  et  révolution  .<iynodique  de  la 
Lune.  Orbite  décrite  par  la  Lune  autour  de  la  Terre. 

Secondo. 

Sur  le  côté  BC  d'un  triangle  ABC  ou  sur  son  prolon- 
gement, on  prend  un  point  arbitraire  D.  On  fait  passer 
deux  circonférences,  l'une  par  les  points  A,  B  et  D, 
l'autre  par  les  points  A,  C  et  D;  soient  O  et  O*  les 
centres  de  ces  deux  circonférences.  On  propose  : 

I*  De  démontrer  que  le  rapport  des  rayons  de  ces 
deux  circonférences  est  indépendant  de  la  position  du 
point  D  sur  le  coté  BC  ; 

2°  De  déterminer  la  position  que  doit  occuper  le 
point  D  pour  que  les  deux  rayons  aient  la  plus  petite 
longueur  possible; 

3"  De  démontrer  que  le  triangle  AOO'  est  semblable 
■u  triangle  ABC: 
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4°  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  M  qui  par- 
tage la  droite  OCf  dans  le  rapport  de  deux  longueurs 
données  m  et  n;  on  examinera  le  cas  particulier  où  le 
point  M  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  OCy. 

Troisième. 

I.  Par  les  deux  extrémités  d'une  droite  AB,  et  d'un 
même  côté  de  cette  droite,  on  lui  élève  deux  perpendi- 
culaires AC  et  BD,  telles  que  l'aire  du  trapèze  ABCD  ait 
une  valeur  constante  donnée.  Du  milieu  E  de  la  droite 
AB  on  abaisse  une  perpendiculaire  EM  sur  la  droite 
CD.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  pied  M  de  cette  per- 
pendiculaire, quand  on  fail  varier  Les  longueurs  des 
perpendiculaires  AC  et  BD. 

Môme  problème  quand  les  lignes  AC  et  BD,  au  lieu 
d'être  perpendiculaires  à  AB,  sont  parallèles  à  une 
droite  û\e  donnée. 

II.  Construire  un  quadrilatère  inacrîptible,  connais- 
sant les  deux  diagonales,  l'angle  qu'elles  forment  entre 
elles,  et  le  rayon  dn  cercle  circonscrit  au  quadrilatère. 
Discussion. 


NÉCftOLOGIS. 


M.  Giuslo  Bellavitis  est  mort  à  Terae,  prés  de  Bas- 
sano,  le  6  novembre  i  S8o.  Son  nom  est  bien  connu  des 
lecteurs  des  Nouvelles  .annales,  et  tous  comprendront 
que  c'est  une  grande  perte  que  viennent  de  faire  les 
sciences  mathématiques,  en  Italie. 

Né  le  aa  novembre  i8o3,  à  Bassano,  il  (it  par  lui- 
même  ses  études  ;  la  tournure  de  son  esprit  le  porta  sur- 
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tout  vers  les  sciences  mathématiques.  En  t840i  il  fut 
admis  à  l'Institut  vénitien;  nomme  professeur  au  Lycée 
de  Vicence  en  1842,  puis  à  l'Université  de  Padoue  en 
i845,il7aconstamment,  depuis  lors,  enseigné  les  Mathé- 
matiques, et  il  y  avait  acquis  une  grande  renommée.  Il 
était  en  outre  sénateur  du  royaume  italien  et  conseiller 
municipal  de  Padoue. 

Les  premiers  travaux  qu'il  ait  publiés  remontent  à 
1826;  à  partir  de  cette  époque,  il  n'a  cessé  de  produire  un 
nombre  considérable  de  Mémoires  se  rapportant  le  plus 
souvent  aux  sciences,  mais  sans  négliger,  pour  ainsi  dire, 
aucune  brancbe  des  connaissances  humaines.  Il  publiait 
aussi,  sous  le  titre  de  Rii-ista  di  Giornali,  à  des  époques 
irrégulicrcs,  un  Recueil  scientiiiquedes  plus  intéressants. 

Mais  son  principal  titre  de  gloire  est  l'invention  du 
la  méthode  des  équipollences,  dont  i!  conçut  la  première 
idée  dès  l'année  i832,  et  à  laquelle  il  a  donné  ensuite 
de  grands  développements.  Ce  calcul  géométrique  nou- 
veau commence  à  être  connu  et  apprécié  aujourd'hui, 
après  6tre  longtemps  resté  dans  l'indiirérence  et  l'oubli. 

L'écrit  dans  lequel  Bcllavitis  a  publié  l'exposé  le  plus 
complet  de  sa  méthode  ,  Exposition  de  la  méthode 
des  équipollenctis  (i854)i  a  été  traduit  en  français  par 
M.  Laisant  et  inséré  tout  d'abord  dans  les  Nouvelles 
Annales.  Cette  traduction  a  paru  ensuite,  en  18741  en 
un  Volume  édité  par  M.  Gauthîer-Viilars.  La  même 
année,  M.  Zahradnick  en  publiait  une  traduction  en 
langue  bohème. 

Ces  faits  montrent  que  la  méthode  des  équipollences 
se  répandait  en  Eiu-ope  au  cours  des  deruières  années  du 
l'inventeur.  Tout  fait  croire  qu'elle  sera  de  plus  eu  plus 
appliquée  désormais  ;  il  est  bien  probable  même,  et  c'est 
en  même  temps  désirable,  qu'elle  finira  par  pénétrer 
dans  l'enseignement. 
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Les  (jualilés  doimaantes  de  Betlavitis  étaient  uu 
esfii-it  d'itivenlîon  très  curieux  et  très  droit,  et,  par- 
dessus tout,  une  préoccupation  minutieuse  de  la  clarté 
et  du  bon  sens.  Nous  savons  que  ses  leçons  étaient 
considérées  comme  tout  à  fait  remarquables,  et  cela  est 
loin  de  nous  étonner,  car  on  sent,  rien  que  par  ses 
écrits,  combien  il  avait  souci  de  faire  passer  dans  l'esprit 
du  lecteur,  sans  difficulté,  saus  obscurité,  ce  qu'il  avait 
nettement  conçu  dans  le  sien. 

U  faut  ajouter  que  l'homme  fut  à  la  hauteur  du 
savant.  Très  fin,  très  bienveillant  et  très  juste,  il  était 
aimé  autant  qu'admiré  de  ses  élèves,  et  il  laisse  des 
regrets  universels,  d'autant  plus  vifs  que  sa  mort  était 
plus  imprévue. 

Il  y  pensait  pourtant,  et  SI  avait  fait  préparer  depuis 
quelques  années  des  Lettres  imprimées  ainsi  conçues  : 
«  Hier  a  cesse  de  vivre  le  professeur  comte  Giusto  Bel- 

lafitis.  sénateur  du  royaume.  Padoue,  le » 

Détail  touchant  :  les  adresses  de  ces  Lettres,  destinées  à 
tous  les  amis  avec  lesquels  il  était  en  corrcspoudauce 
habituelle,  avaient  été  écrites  de  sa  propre  main-,  il  ne 
voulait  pas  qu'ils  apprissent  par  d'autres  que  lui-même 
la  douloureuse  nouvelle. 

Bellavitïs  laisse  derrière  lui  une  veuve  et  un  fils,  qui 
l'adoraient  autant  qu'il  les  adorait  lui-même.  Puissent 
les  sympathies  et  les  regrets  qu'inspire  la  mémoire  de 
celui  qu'ils  ont  perdu  adoucir  un  peu  leur  douleur  ! 
U»  Abommë. 


CORRBSPONDAKGE. 


Le  numéro  de  décembre  1 880  des  Noui/elles  Annales 
de  Mathématiques  i-enferme  une  très  intéressante  Di- 
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gression  Iiistorit/ae  sur  les  quantités  négatives.  On  y 
voit  (p.  563)  que  le  mol  ./algèbre  vient  de  l'arabe.  Je 
voudrais  vous  faire  uue  simple  observation  orthogra- 
pliique  sur  la  transcriplion  dchebr  du  mot  arabe. 

Ce  mot  (  '  )  est  composéde  trois  lettres,  dont  la  première 
(le  djim]  représentait,  originairement,  l'articulation  de 
notre  g  devant  a,  o,  u;  mais  cette  lettre  s'est  adoucie 
par  la  suite  et  a  pris  la  valeur  du  g  italien,  c'est-à-dire 
celle  de  dj  français,  qu'elle  a  partout  aujourd'hui,  à  l'ex- 
ception de  quelques  contrées  orientales,  notamment 
l'Egypte,  où  elle  a  conservé  sa  valeur  archaïque.  C'est 
avec  la  valeur  de  dj  que  le  d/im  arabe  s'est  introduit 
dans  les  alphabets  persan,  turk  et  hindoustanl. 

Les  Allemands,  ne  connaissant  pas  l'arliculalion  douce 
de  notre  y,  transcrivent  le  djim  des  noms  orientaux 
d'une  façon  fort  barbare  par  dsck  ;  ils  écrivent  donc  al 
dschebr  au  lieu  de  al  djebr,  et  c'est  en  copiant  les  Alle- 
mands que  des  Français  écrivent  al  dchebr,  fort  à  tort 
puisque  nous  pouvons  rendre  exactement  le  mot  arabe. 
Les  Anglais  écrivent  tout  naturellement  al  jebr,  \car  j 
ayant  exactement  la  valeur  de  la  lettre  arabe  ((/y).  Il  y  a 
donc  une  singulière  méprise  dans  cette  phrase  :  «  Le 
nom  al  dchebr.,  Kl  plus  tard  al  jebr —  »  J[)c/i«ftr  est  une 
orthographe  tudcsque,  et  jehr  l'orthographe  anglaise 
d'un  seul  et  mâme  mot  arabe  qui  n'a  janiais  varié  et  que 
nous  devons  transcrire  par  djebr. 

G''  Parmemtier. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  D.  Marchand, 
curé  de  Pantoise. 

J'avais  trouvé  depuis  longtemps  une  formule  permet- 
tant de  calculer  la  somme  des  cinquièmes  puissances 

'  '  '  fT^  I  d'"'t  la  première  Iftlre  à  droitt  =■  i-quiiaiit  %  dj. 
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des  n  premiers  nombres  entiers.  La  voici  : 


-[^ 


i>(B+3i    ,     (n-n(n)'(«  +  i)1 


Aujourd'hui  même,  après  avoir  lu  les  développements 
donnés  (a'  série,  l.  XVIII,  p.  459))  j'^'  voulu  savoir, 
malgré  mon  ignorance  de  l'Algèbre,  si  je  ne  pourrais  pas 
découvrir  une  autre  formule. 

Faisant  application  de  ma  méthode  de  décomposition 
des  éléments  contenus  dans  un  quotient,  je  suis  arrivé 
rapidement  au  résultat  suivant  : 


0[^ 


Voici,  du  reste,  comment  j'ai  raisonné  : 

1°  On  sait  ijue  la  somme  de  deux  nombres  à  la  pre- 
mière puissance  divise  exactement  la  somme  de  ces 
mêmes  nombres  dans  les  puissances  impaires,  la  troi- 
sième, la  cinquième,  la  septième,  etc. 

2°  On  sait  également  qu'à  la  cinquième  puissance, 
comme  à  la  neuvième,  la  treizième,  la  dix-septième,  etc. , 
les  désinences  des  nombres  sont  les  mêmes  qu'à  la  pre- 
mière puissance. 

3°  On  sait  encore  que  les  nombres  triangulaires,  en 
dernière  analyse,  se  forment  par  l'addition  successive 
des  nombres. 

M'appuyant  sur  ces  principes,  j'ai  tiré  rigoureusement 
les  conclusions  suivantes  : 

1°  n  divise  exactement  Sn*. 

3» divise  exactement  Sn",  puisque  les  dési- 
nences de  la  cinquième  puissance  sont  les  mêmes  que 
celles  de  la  première  puissance. 
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n'y  a  plus  qu'une  seule  chose  à  faire  :  c'eit  d'analjsûr  le 
fjuotient. 

4°  Or,  les  éléments  contenus  dans  le  quotient  sont  les 
suivants  : 

1°  Le  carré  du  triangle  de  n; 

2»  Deux  fois  le  pyrami do-pyramidal  do  n  — i,  c'est- 
à-dire 


ce  qui  donne  la  formule 


Note  relative  à  un  théorème  de  M.  TFeiU.  —  A  la 
page  57  de  ce  Tome,  M.  Weill  démontre  le  théorème  sui- 
vaut  : 


Lorsqu'un  polygone  convexe  se  déplace  en  restant 
inscrit  et  circonscrit  à  deux  circonférences,  sa  surface 
reste  proportionnelle  à.  celle  du  polygone  ayant  pour 
sommets  les  points  de  contact  des  côtés  du  premier 
avec  la  circonférence  intérieure. 

D'autre  part,  j'ai,  en  1864,  proposé  la  question  sui- 
vante, qui  porte  le  n"  7H  dans  les  Nouvelles  Annales  : 

Lorsqu'un  polygone  est  à  la  fois  inscrit  à  un  cercle 
et  circonscrit  à  un  autre  cercle  :  i"  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  de  contact  est  situé  sur 
la  ligne  des  centres  des  deux  cercles;  a"  le  double  de 
la  surface  du  polygone  est  égal  à  la  somme  des  siniLt 
de  ses  angles,  multipliée  par  la  puissance  du  centre  du 
cercle  inscrit  par  rapport  au  cercle  circonscrit,  prise  en 
signe  contraire.  ' 
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Bans  l'ëuoncé  des  Nouvelles  Annales,  les  mots  prise 
en  signe  contraire  ont  élé  omis.  Ce  théorème  figure 
aussi  dans  mon  Recueil  de  théorèmes  relatifs  aux 
sections  coniques,  publié  en  1867.  La  senonde  partie 
de  ce  théorème  (qui  n'a  pas  encore  été  démontrée}  rend 
évident  celui  de  M.  Wcill,  puisque  la  surface  du  poly- 
gone ayant  pour  sommets  les  points  de  contact  est  égale 
au  cari-é  du  rayon  du  cercle  inscrit,  multiplié  par  la 
moitié  do  la  somme  des  sinus  des  angles  da  polygone 
donné.  H.  FAtiRE. 

On  lit,  2*  série,  t.  XIX,  p.  a55  : 
La  formule  (1)  donne  immédiatement  ce  théorème,  qui 
est  dû  à  M.  Mansion  et  qu'il  a  étendu  à  l'espace  : 

Si  un  triangle  est  circonscrit  à  une  conique  et  si 
le  point  de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle  a  une 
puissance  constante  par  rapport  au  cercle  circonscrit, 
ce  point  décrit  un  cercle  concentritjue  à  la  conicjue. 

M.  Weitl  m'attribue  là  un  théorème  qui  appartient  à 
quelque  autre. 

P.  M*»sio«, 

Professeur  i  l'Universilé  de  Gand, 

M.  le  D'  Marcello  Rocchetti  nous  a  envoyé  une 
deuxième  solution  de  la  question  1310,  ainsi  généralisée  : 

«  Déterminer  l'aîrc  du  triangle  S,  dont  les  sommets 
sont  les  pieds  de  trois  lignes  droites  a,  p,  y  menées  res- 
pectivement par  les  sommets  A,  B,  C  du  triangle  ABC,  de 
manière  qu'elles  divisent  les  côtés  opposés  a,  b,  c  en 
rapports  donnés,    n 

Il  en  a  déduit  l'expression  que  nous  avons  proposée 
dans  la  question  1353,  antérieurement  à  la  publication 
de  l'énoncé  de  cette  question. 
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QUESTIdTiS. 


1359.  ABC  étant  un  triangle  donné,  on  le  coupe  par 
une  transversale  qui  détermine  sur  ses  côtés  ou  leurs 
prolongements  six  segments,  tels  que  le  produit  de  trois 
d'entre  eux  non  consécutifs  soit  constant  :  trouver  l'en- 
veloppe de  la  transversale.  (BAnBAsm.) 

1360.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  d'une 
droite  de  longueur  constante  mobile  entre  deux  axes 
rectangulaires.  (Barbiiun.  ) 

1361 .  Faire  voir  que  l'étude  dçs  variations  de  la  fonc- 
tion -,-  ,    — t; ;  peuttouiours  être  ramenée  à  l'étude 


des  variations  de  la  fonction  —^ '■ ->  dans  la- 

quelle  les  racines  a,  ^  de  x'  -h  px  -h  y  =  o  sont  réelles 

et  inégales  f  que,  si  R(x)  est  le  reste  de  la  division  de 

Ax'  -I-  Bx  ■+-  C  par  x'  -\-px  +  y, il  y  aura  un  maximum 

.   .  -R("}^        ...  .  . 

et  un  minimum  si  w-a\ >  "i  "  n  y  aura  ni  maximum 

m  minimum  si  <.  Oi  >'  i  T  ^tira  qu  un  maximum 

(pour  la  fonction  transformée),  si  B(a?)  est  constant. 

Trouver,  en  fonction  de  a,  p,  R(a),  R(^),  les  valeurs 
de  X  qui  font  passer  la  fonction  proposée  par  un  maxi- 
mum ou  un  minimum? 

Dans  le  cas  où  a  et  ^  se  présenteraient  sous  la  forme 

■  ~    -,  peut-on  simplifier  les  calculs? 

(Hénet,  répétiteur  à  Bordeaux.) 
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Mmu  itTIOlE  ilITiOllATIOII  II  l'ÉQUATIOH  lIFFt- 
MHTItlK  IIS  licms  m  COUIIBIIIIE  M  l'ELUP- 
SOÏM; 

P»ii  M.  A.  PEGART. 


1 .  Soit  —  +  Ti  -t-  "i  =  1  («°  >  *^  >  «')  l'équation 
de  l'ellipsoïde.  L'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure  de  cette  surface  est,  en  posant,  pour  abréger, 

â.  Cette  équation  a  été  intégrée  pour  la  première  fois 
par  MoDge.  Le  procédé  suivi  par  cet  illustre  géomètre 
consiste  à  diflërentier  cette  équation  pour  éliminer  les 
constantes  A  et  B.  Cette  élimination  de  deux  constantes 
exige  généralement  deux  diSerentiations  successives  ; 
mais,  dans  ce  cas  particulier,  une  seule  dilTérentiation 
permet  d'éliminer  à  ]a  fois  A  et  B,  et  l'on  obtient  I  e- 
(|uation  du  second  ordre 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


ede  -  ~:  ou  a  donc, 

4m>.  ^«ViuA^xnC.,  3<  sdrie.l.  XX.  (AtHI  iHSi.)  10 
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par  une  pivîmière  inlégratioii, 

Une  seconde  iutégration  donne  immédiatement 

(4)  y'^-Cx^  +  C. 

Reste  R  délerniiner  une  relation  entre  les  con- 
stantes C  et  C,  par  la  condition  que  la  valeur  de  jr  tirée 
de  (4}  satisfasse  Identiquement  à  l'équation  (i). 

3.  Ce  procédé  d'intégration  s'applique  à  un  grand 
nombre  d'équations,  et  les  calculs  qu'il  exige  sont  géné- 
ralement simples.  Maïs  il  faut  reconnaître  qu'il  est  un 
peu  détourné  et  que,  faisant  dépendre  l'intégration 
d'une  équation  différentiel  le  du  premier  ordre  de  celle 
d'une  équation  d'ordre  supérieur,  il  semble  prendre  les 
choses  à  rebours  de  la  marcbe  naturelle. 

Ne  pourrait-on  intégrer  directement  l'équatîon  (i) 
sans  passer  par  la  difl'érentiationP  C'est  ce  que  nous  nous 
proposons  d'examiner. 

A.  Résolvons  l'équation  (i)  par  rapport  à  -^j  il  vient 


1  ■i\xy 
(5)1  ^ 


{x*  -  .V— B+v'u:*-(-aA;r'v'-i-AV— 2Ba:'+aAB7»-i-B»)(/.r 
Multiplions  cette  dernière  équation  par  x  et  posons 
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nous  obtenons  ainsi 
a  A  «  rfc 
+  («  —  A 1-  —  B  +  vu*  +  2AKf-4-A*r'— aB«  +  2AB. -hB') rf« - 

Remarquons  que,  dans  cetlc  équation  ditlërenticlle,  les 
quantités  u  cl  v,  égales  respectivement  à  Jc*  ely',  doivent 
être  regardées  comme  essentiullcment  positives. 

On  reconnaît  aisément  rjuc  les  coefficients  de  du  et 
de  dv  conservent  le  même  signe  pour  toute  valeur  posi- 
tive de  u  et  V.  La  chose  est  évidente  pour  le  coefiicient 
de  dv  \  quant  au  coefficient  de  du,  si  on  l'égale  à  o,  on 
obtient,  en  chassant  le  radical, 

4A«^  =  o, 
d'oiî  l'on  voit  que  le  coefiicient  ne  s'annule  que  pour 
11  =  o  et  f^^o;  il  conserve  donc  le  nifime  signe  pour 
toute  valeur  positive  de  h, 

du 
e  -jy  garde  constamment  le  mtïme  signe.  La 

quantité  c,  considérée  comme  fonction  de  u,  est  donc 
constamment  croissante  ou  décroissante-,  il  en  est  du 
même  de  la  quantité  u  considérée  comme  fonction  de  c. 
En  d'autres  termes,  si  l'on  regarde  u  et  v  comme  les 
coordonnées  d'un  point  dans  un  plan,  le  système  de 
lignes  que  représente  l'équation  (6)  est  tel  que  chacune 
de  ces  lignes  n'est  coupée  qu'en  un  point  par  une  paral- 
lèle à  l'un  ou  l'autre  à.e&  axes  de  coordonnées. 

Cela  nous  conduit  à  examiner  si  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (6)  ne  serait  pas  linéaire  en  u  et  v,  de  la  forme 

i>  -  hu  -\-  /.-. 
Si  l'on  pose 


(7)     =  =  M  —  A  !■  —  B-t-  \/«'  +  a  A  uf  H-  A'  c'  - 
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(  ,48  ) 
et  qu'où  regarde  m,  v,  z  comme  les  courdonnées  d'où 
point  de  l'espace,  l' intégra  lion  de  l'équation  (i)  revient 
à  trouver,  sur  la  surface  du  second  ordre  que  représente 
l'ëquation  (7),  un  système  de  lignes  telles  que  les  pro- 
jections de  chacune  d'elles  sur  le  plan  des  uv  et  des  us 
remplissent  la  conditiou  géométrique  exprimée  par  l'é- 
quation 

rf^  «       _  _t_ 

du  5  "        a  A' 

S'il  existe  une  relation  linéaire  entre  v  et  u,  comme 
dans  ce  cas  -3-  est  constant,  il  faut  que  —  soilaussi  con- 
sUnt,  et  de  plus  que  le  produit  de  ces  deux  quantités 
soit  égal  à ^  ■ 

Nous  avons  donc  à  rechercher  s'il  existe  un  système 
réel  de  lignes  droites  sur  la  surface  (7),  si  ces  lignes  se 
projettent  sur  le  plan  des  uz  suivant  des  droites  passant 
par  l'origine  des  coordonnées,  et  si  le  produit  des  coef- 
ficients angulaires  -j- 1  -  des  projections  de  ces  droites 
sur  les  plans  uc  et  uz  est  égal  à -r- 

Mettons  l'équation  (7)  sous  forme  rationnelle  : 

(9)  3>_3x(M-A<.-B}-4Awc^o; 

on  voit  sans  peine  que  l'axe  des  v  est  sur  la  surface. 
En  conséquence,  tout  plan  passant  par  cette  droite 
coupe  la  surface  suivant  une  autre  droite.  Voilà  donc  un 
système  de  droites  situées  sur  la  surface  et  se  projetant 
sur  le  plan  des  uz  suivant  des  droites  passant  par  l'ori- 
gine. 11  reste  à  vérifier  si  la  relation  (8)  est  satisfaite 
par  les  projections  de  ces  di'oites  sur  les  plans  des  uv  et 
des  uz.  Soit    u  ==  mz  la  projection  de  l'une  de   «s 
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di'oites  sur  le  plan  des  uz.   Faisons  z=  —  dans  l'é- 
quation (9)  ;  nous  obtenons,  en  divisant  par  k,  l'équa- 


tion 


qui  représente  un  systèmd  de  droites  dont  le  coefQcient 
angulaire  est 


3ff(A(i  — awi)  2mA 

Le  produit  de  ce  coefficient  angulaire  par  m  est  bien 

Donc  l'équation  (10),  où  entre  une  constante  arbi- 
traire m,  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  dilféren- 
tielle  (6). 

En  remplaçant  dans  cette  équation  u  et  c  par  x'  et 
jf*  et  am  par  A,  on  obtient,  pour  la  projection  des  lignes 
de  courbure  de  l'ellipsoïde  sur  le  plan  de&ary,  l'équation 


suivante 


B 


k—i        A(A— ij 

qui  représente  des  ellipses  réelles  pour  les  valeurs  de 
^supérieures  à  i,des  ellipses  imaginaires  pour  A  positif 
et  plus  petit  que  1,  et  des  hyperboles  pour  k  négatif.  Le 
grand  axe  des  ellipses  et  l'axe  transverse  des  hyperboles 
sont  dirigés  suivant  l'axe  des  x. 
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QliBSTIOniS  D'ANALYSE  INDmiUlINfiB  PROPtSfifô 
PAR  M.  EDOUARD  LUCAS; 

(lOlri-ltrll,  l.  IIV,  ».  M,)i 

Pab  m.  moret-blanc. 

i.  Trouver  tous  les  systèmes  de  deux  nombres 
entiers  dont  le  quotient  par  leui-  somme  dn  la  somme 
de  leurs  cinquièmes  puissances  est  un  carré  parfait. 

Cette  question,  qui  comprend  comme  cas  particulier 
la  questionW^,  a  pour  solutions  simples 

(3,-1,1.),    (8,ri,ioi), 
(ia3,35.  i336i),    (808,-627,  1 169341). 

Il  faut  trouver  les  solutions  entières  de  l'équation 


1°  On  ne  doit  pas  regarder  comme  distinuLes  deux 
solutions  qui  11e  dillërent  que  par  la  iiermutation  des 
valeurs  de  x  et  y. 

2"  Si  x=a,y:=b  est  une  solution,  x  =  mn^ 
y  =  mb  un  sera  aussi  une,  quel  que  soil  le  uonilire 
entier  m  :  il  suffit  donc  de  clierclier  les  solutions  en 
nombres  premiers  entru  eux. 

Si  l'on  divise  par  y  '  et  que  l'on  pose  —  =  «,  l'é- 
quation ())  peut  s'éerii-ti 
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et  l'on  esl  ramené  à  trouver  les  solutions  rationnelles 
(le  l'équation  (2). 

Or  toute  solution  connue  en  fait  découvrir  d'autres 
par  les  procédés  suivants,  indiqués  par  Euler. 

Soient  /(  une  solution  de  l'équatioD  (a)  et  A*  le  ré- 
sultat de  sa  substitution  dans  le  premier  membre  de 
cette  équation.  Posons  ii  =  v  +  hj  l'équation  (2)  de- 
vient, en  développant, 

.''  +  (4A-i)f' 
+  (6A»— 3/i  +  i)i''-h(')A»— 3A'-t-aA~  ijc  +  A'^f*. 

Désignons,  pour  abréger,  le  premier  membre  par  V. 
1°  On  pose 

et  l'on  détermine  f»  de  manière  à  faire  disparaître  soit 
le  terme  en  i'',  soit  le  terme  en  v\  divisant  les  termes 
restants  par  c  ou  v',  on  a  une  équation  du  premier 
degré  pour  déterminer  i",  ce  qui  fournit  deux  solutious. 
2"  On  pose 

V=:(.''+/«,'-A)', 

et  l'on  opère  comme  dans  le  cas  précédent. 
3"  On  pose 

V  =(.■'+  «!.■  +  «)', 

i:t  l'on  détermine  m  et  c  de  manière  à  faire  disparaître 
le  terme  en  i»  et  le  terme  indépendant,  et  Ton  divise 

par  c*. 
4"  On  pose 

V^(«r'-t- «.■  +  /.-)', 

et  l'on  détermine  m  et  »  de  manière  â  faire  disparaître 
les  termes  eu  v^  et  en  f,  et  l'on  divise  par  c';  on  a  en- 
core une  équation  du  premier  degré  pour  déterminer  v. 
Appliquons»  l'éqtiation  (■»,). 
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On  a  tes  solutions  évidentes  u  =  o,  u 
Faisant  /i  =  i ,  on  a  :  - 

V  —  i-i -)- 3  .■•  +  4 '■' +  9  *• -1- 1  =  (  f  ' 
on  trouve 


solutions  équivalentes  aux  précédentes. 
3° 

3  7  3  _M 

4" 

(^  +  3i''4-  4'''+  ay +  i^T(mc'-i-rti'  +  i)*, 


Faisons  maintenant  A  =  —  3,  d'où  X'  =  1 1  : 
V^t>'-i3f'H-64c»-i42*'4-iai. 


l3i'*-|-64»''—  143*"+  I21=i(t^4 

'3 
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( 

.03  ) 

j_H64r'-i4a 

■+-13 

_/yI_^m^,.._ 

II)'. 

i3 

aa8 

33 

—        3  '     ■'  - 

■35-' 

"" 

■35-' 

„,  —  Z! ,    ,.  - 

.073 

808 

627 

«37  ■ 

■'+64i-'-.43 

t'  +  13l^(^' 

+-mf4- 

»)'. 

I3 

71 

3S 

t  '       ~~ 

'~  8  ' 

„= 

T' 

•+64r'-i4ar 

+  131 

—  (me 

+  Hl'-1 

-11)'. 

2708 

768753 

<o3857 

axii*' 

"^ 

319965 

'        "~ 

ÏI9905 

(0,1,1),    (1,1,1),    (3,  -1,   11),    (8,  11,  101), 

(ia3,35,  i336i),    (808,-637,1169341), 

(103857,319965,40176833841). 

Ces'  solutions  en  feronl  trouver  d'autres  îndéfînimeiit, 
sans  autre  difficulté  que  la  longueur  des  calculs,  à  me- 
sure que  les  nombres  augmentent. 

Ce  premier  calcul  donne  toutes  les  solutions  simples 
indiquées  par  M.  Lucas. 

â.  Hésoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

Il  suHlit,  comme  plus  haut,  de  trouver  les  solutions  en 
nombres  premiers  entre  eux.  On  a  la  solution  évidente 
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Dirisant  par  y^   et  posant  —■=.u,   l'équation   peut 
s'écrire 


On  aperçoit  immédiatement  la  solution  u  =  i ,  t  :=  i . 
Posons  u^v  -'rli-^  il  vient 

Faisons  /*  =  i  : 

i+i,i_6r-+-i  — f». 


'  Posons 


■^ -!- 4  <■' -H  c' —  6  c  +  i  ^  (  1^  +  w  +  0' ; 
m:^'i    donne     r=--  — a,     «=  —  i, 


solution  évidente  aprion 

m=- 

3     donne     r  ^=  i 

,     o  = 

=  a. 

.» 

Posons 

v'+i.JH- 

r'-C 

r-\-i  =  (r 

'-t-m 

!.-,)■; 

m  =  a 

donne 

,.  =  -3, 

11  = 

:-i. 

m  =  3 

. 

..  =  -3, 

u  = 

:-3. 

3" 

Posons 

,.'+4i-+ 

r'-6i 

.  +  ,  =  (.'• 

^mi 

•  +  /!)•; 

/«  =  î, 

n  =  i. 

.•  =  _i, 

«  = 

=  -i. 

4° 

Posons 

.•'+4.'+ 

t''— 6  c 

,■•+. 

..■  +  !)•; 

n  =  -3,     » 

.=-: 

i,     >■  =  - 

4     , 
3' 

»  =  -j. 

Comme  le  signe 

de  ne: 

ît  arbitrait^,  ou 

a  les  solutions 

«  = 

=.,»,;. 
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ce  qui  donne  pour  l'Àpialion  proposée  les  solutions 

(i.o.  0.  ( ).  (a,  1,1),  (1,3,19). 

Faisons  maintenant  h  =  a. 

(,'-H8<,*+i9P*+iai'-(-  i  =  {i,*4-m(,  +  i)'; 


>..  +  i  =  (r' 
3 


4 


i' 

.■'  +  8.-"  +  i9i,'  +  n.,  +  i  =  (»..•■+«,■  +  ■)'; 

17  88  aoa  ,  , 

„  =  6.     ».  =  -^,     .•=5^,     «=-5^.     =  =  3a479. 

On  a  les  nouvelles  solutions 

(11,4,79).    (203,57,35479). 

3.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers  et  tels  ifue  le  caiTé  de  l'hypoténuse,  augmente 
ou  diminué  du  double  de  l'aire  dutrinngle,  soit  égala 
an  carré  parfait. 

Les  fûtes  et  l'aire  d'un  triangle  i-cctaugle  en  nombres 
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entiers  sont  donnés  par  les  formules 

Il  faut  donc  que  l'on  ait 
(i)  /)♦+  2/)»7  +  a/)'î'--  2/*y>-i-  7'^  /■', 

ou,  en  posant  ^  =  u, 

(a)  u'+ 3«'-t- 3«*— 3M-)- 1;=  — ;  =  ('. 

1°  11  suffît  de  cherclier  les  solutions  de  l'équation  (i) 
en  nombres  premiers  entre  eux,  car  tous  les  triangles 
semblables  jouiront  de  la  même  propriété. 

2°  Les  deux  solutions  «=^etu  = sont  équi- 
valentes. Si  l'on  écrit  la  valeur  de  u  de  telle  sorte  que  le 
numérateur  soit  plus  grand  que  le  dénominateur  en 
valeur  absolue,  le  carré  de  l'hypoténuse  devra  être 
augmenté  ou  diminué  du  double  de  l'aire  du  triangle, 
suivant  que  cette  valeur  de  u  sera  positive  ou  négative. 

Cherchons  d'abord  une  solution  du  l'équation  (2) 
en  posant 

m'  4-  a  k'  -H  2  «•  —  a  «  -I-  I  =  (  M*  +  mu  4-  1  )*  ; 

»t  =  1     donne     u^^  l\,    p=.  ^,     q  ^z^i, 

;c=;i5,    /;^8,    31=17,     aJ^=ao,     3'— 2J  — 13*; 

»(T^ — 1,     u-=^-7>      même  solution. 

4 


solution  déjà  trouvée. 

Soient,  en  général,  h  une  solution  de  l'équation  (2), 
A^  le  résultat  de  sa  substitution  dans  le  premier  membre. 
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Posons  (I  :=  i»  ->-  A  ;  réquation  deviendra 

v'  +  (4A-i-a)t^  +  (6A*  +  6A  +  3)<'' 
Faisons  A  =  —  4  = 
,,i_,4,J+74,,i_,;8r-hi69  =  (.*+OT<.  +  i3)»; 
solution  inadmissible  ; 

89  191  17  , 

i3  5a  5a      '^  >     i        / 

iF:^34i5,     v^^i768,     3^12993,     5'+ 3*^=3637'. 

a" 

^»_  14^4.^41,1^, 78 1.  + 169 -(.■•  4- mi'-i3)'i 

solution  écjuivalente  à  la  précédente; 

__  89         _  2993 

a-  — 8to94o9,    ^■  =  ioi3o74o,     s  -  13976609, 
a'-:jj^9a86489'. 
3" 

i.i_  ,4,,»^.  74,.*— 1781' +  169  :=  { V*  4- ntp  +  n)'; 
a5  in  I 


solution  équivalente  à  —  4- 
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3793476    __  2435081^4 

~~  61575406    *"  61575405 

j;  ^55504685693410711,     _>'=^  39988335175196640, 
5=^63087746695338761,      5'—  31=^3363994206873969'. 

Les  mêmes  méthodes,  appliquées  aus  solutions  ob- 
tenues, en  feront  trouver  d'autres  indéâniment. 

i.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers,  tels  que  le  carré  de  l'hjpoténuse,  augmenté 
ou  diminué  de  l'aire  du  triangle,  soit  égala  un  carré 
parfait. 

En  adoptant  les  mêmes  notations  que  précédemment, 
l'équation  du  problème  est 

{')  p''-\- p*q  +  -i{fiq^  —  pq*-t-  t~  f"* 


La  méthode  précédente,  appliquée  directement  à  l'é 
quatîon  (2),  donne  la  solution 

(i  =  — 8,    p  —  %,    q~i, 
dîi^  63,     v  =  16,     s  ^65,    s  =  5o4j    -* —  s  =  61*. 

Posons  «  =  f  -H  A;  il  vient 

i>'-+-(4A-i-i)i''  +  (6A»+3A  +  a)p' 
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Faisons  A  =  —  8  : 

i-'— 3i  t»-i- SÔai''— 18891- -F  6i'— {f'-+- mi- +  61)'; 

m^ donne     c  =:  8,      n=^  o, 

qui  ne  donne  pas  de  triangle  ; 

—  _  '^^         _  3839         __  65^  _  488 

'"""      1^'     "^lëS"'     "~~488     **"     """65' 
ar=:^33gig,    ^^::63i4o,    3=^242369,    s'-i-s^iaSjaii', 
2° 

p'— 3i  (^ 4- 36a  1^—1889^+61*=  (c'+ me  — 61)»; 

—  _  ^         _  1008         _  488 

"•—       a'     "^    65  '     "~  65' 

solution  identique  à  la  précédente  j 

_  1889         _  a4a369 
*""   122'     "-^  61288  ' 

«— T^'    />-^^9535,     ,^6.488, 
^  =  53486943081 ,    y  =  3o6868i6r6o,    s  —  66048490369, 
s'  — j^  58864370041*. 
3" 

t''— 3ic'+363p'— i889i'  +  6t'  =  (v'+mi'-t-H)', 

—  _il       -45z      ,— 5Ë       — • 

m_       a  '     "^    8  '     ''~  8  '     ""§' 
solution  identique  à  u  =  —  8. 

4° 

V*— 3i  t^-*- 36a  i-*— i889f  +  61*=^  (mi'*+ rtv  +  61)*  ; 

— _  '^^9  —  1819687 

122  ~      laa' 

,_2i553o7388o         _        7778363o4 

~  3791363773  ~      3791363773 
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,ri^7i86a3a3373564i5ii3, 

r =:  4342448160619629984, 

^—  8396290968997175945, 

t-  ï  =  9i5ao4836oi6Q4oi4^- 

1  des  solutions  déjà  obtenues,  on  pourra  en 

trouver  d'autres  indéfiniment. 

5.  Trouver  tous  les  triangles  rectangles  en  nombres 
entiers,  tels  que  l'aire  du  triangle,  augmentée  des 
carrés  construits  sur  les  trois  côtés,  soit  égale  à  un  carré 
parfait. 

L'équation  à  satisfaire  est 

/^ (/''—?'} -I- 2  (/!»+ ç»)»=  r' 
ou 

pçip  -^  '/)(p — ^)  -^  ^ip* + c'y  ~  f^- 

Or,  dans  les  quatre  nombres  p,  q,  p-i-q,  p  —  ^,  il 
y  a  nécessairement  un  multiple  de  3,  et  il  n'y  en  a  qu'un 
seul,  puisque  /^  et  y  sont  supposés  premiers  entre  eux  : 
le  premier  membre  de  l'équation  est  donc  de  la  forme 
3in  +  a,  incompatible  avec  celle  d'un  carré  ;  il  en  résulte 
que  le  problème  proposé  n'a  pas  de  solution. 

On  voit  de  mûme  qu'il  n'existe  pas  de  triangle  rec- 
tangle en  nombres  entiers  tel  que  la  somme  des  carrés 
des  trois  càtés,  diminuée  de  l'aire  du  triangle,  soit  un 
carré  parfait. 


NOTE  sut  LA  CARBIOIBB  ET  LB  LliAÇON  DB  PASCAL; 
Par  m.  WEILL. 


Considérons  deux  ciroonférences  se  coupant  aux  points 
A  et  R.  Par  le  point  A  menons  une  sécante  quelconque 
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rencontrant  les  deux  circonférences  aux  points  C  et  D, 
el  menons  en  ces  points  Jes  tangentes  ([uî  se  rencontrent 
en  M.  Lorsque  la  sëcante  pivote  autour  du  point   A, 

l'angle  CMD  reste  constant;  les  quatre  points  C,  M,  D,  B 
sont  sur  une  même  circonférence  qui  a  pour  enveloppe 
le  lieu  déci'ït  par  le  point  M.  Ce  lieu  est  une  cardioïde 
ayant  le  point  B  pour  point  de  rebroussemeat ;  si  l'on 
mène  au  poîot  A  les  tangentes  aux  deux  circonférences 
données,  ces  deux  droùes  déierminent  respectivement 
sur  les  circonférences  un  point  où  elles  sont  loucliées  par 
la  cardioïde.  On  en  déduit  les  conséquences  suivantes  : 

THioaÈME  I.  —  On  considère  df.ux  coniques  se  cou- 
pant en  A,  B,  I,  J.  Une  sécante  menée  par  le  point  A 
rencontre  les  coniques  enC  elD;  on  mène  en  ces  points 
tes  tangentes  qui  se  rencontrent  en  M  : 

I**  ie  raffporl  anfiarmonique  de  quatre  quelconques 
des  cinq  droites  MC,  MD,  MB,  Ml,  MJ  reste  constant 
quand  la  sécante  tourne  autour  du  point  A. 

2"  Les  sia: points  M,  C,  D,  B,  I,  J  sont  sur  une  même 
conique,  qui  a  pour  enveloppe  le  Heu  du  point  M. 

3"  Le  lieu  du  point  H  est  une  courbe  du  quatrième 
degré  ajant  les  points  B,  I,  J  pour  points  de  rebrous- 
sèment  et  tangente  à  chacune  des  coniques  au  point  oii 
elle  est  rencontrée  par  la  tangente  menée  à  l'autre  au 
point  M. 

Théorème  II.  — L^tant  donnée  une  courbe  quelconque 
du  quatrième  degré  possédant  trois  points  de  rebrous- 
sement,  par  un  point  A  de  son  plan  on  peut  mener 
deux  coniques  touchant  ta  courbe  et  passant  par  les 
trois  points  de  rebroussement  ;  la  droite  qui  joint  le 
point  A  au  point  oit  l'une  des  deux  coniques  touche 
la  courbe  est  tangente  à  l'autre  conique. 

TnÉOBÈMelII. —  Etant  donnée  une  courbe  quelconque 

^na. de  Mathémal.  1'  térie.  t.  XX  .(  Arril  ■HRi.)  II 
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du  qiiatricme  degré possédaiH  lioit  points  de  rebrous- 
sèment  et  ime  droite  quelconque  D,  les  quatre  points 
de  rencontre  de  cette  droite  D  avec  la  courbe  et  les 
quatre  points  oii  celte  même  droite  est  touchée  par  les 
quatre  coniques  qui  passent  par  les  points  de  rebroiisse- 
ment  et  touchent  la  courbe  se  correspondent  deux  à 
deiuc,  c'est-à-dire  que,  lorsque  les  coordonnées  d'un  des 
points  du  premier  groupe  sont  données,  celles  d'un 
point  du  deuxit'me  groupe  sont  des  Jonctions  ration- 
nelles des  premières,  et  inversement. 

Pour  démontrer  ce  tliéorème,  considérons  une  courbe 
du  quatrième  degré  ayant  M,  N,  P  pour  points  de  rebrous- 
scmcnt,  prenons  sur  cette  courbe  un  point  R  et  menons 
par  ce  point  une  droite  D;  ]a  conique  qui  passe  par  les 
quatre  points  M,N,  P,K,  en  toucbaiit  la  courbe  considé- 
rée au  point  K,  rencontre  la  droite  D  en  un' second  point 
L^  la  conique  qui  touche  la  droite  D  au  point  L  et  qui 
passe  par  les  points  M,  N,  P  touche  la  courbe  considé- 
rée, CQ  vertu  du  théorème  précédent;  à  chaque  point  de 
rencontre  de  la  droite  D  avec  la  courbe  correspondra 
donc  une  conique  et  une  seule  touchant  la  droite  D,  pas- 
sant par  les  trois  points  de  re  brous  s  entent  et  touchant  la 
courbe.  La  proposition  est  donc  établie. 

Appelons  cercle  générateur  de  la  cardioïde  le  cercle 
variable  qui  passe  par  le  point  de  rebrousse  ment  et 
touche  la  courbe. 

Théorème  IV.  —  Si  d'un  point  fixe  P  on  mène  les 
tangentes  à  la  série  des  cercles  générateurs  de  la  car- 
dioïde, le  lieu  des  points  de  contact  de  ces  tangentes 
est  une  courbe  du  sixième  degré  ayant  un  point  double 
au  point  P  et  trois  points  triples,  dont  deux  sont  les 
ombilics  du  plan  et  le  troisième  est  le  point  de  rebrous- 
semenl  de  la  cardioïde  ;  les  tangentes  en  ce  point  triple 
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fûHt  la  droite  qui  Joint  le  point  au  point  V  et  les  deux 
bissectrices  des  angles  formés  par  cette  droite  avec  la 
tangente  à  la  cardioïde.  La  courbe  du  sixième  degré 
est  unicursale. 

Pour  établir  ce  ihéorcmc,  il  sufBt  de  remafquer  que 
te  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un 
point  fixe  P  à  un  système  de  coniques  ayant  pour  carac- 
téristiques p,  V  est  une  courbe  de  degré  a  +  v  ayant 
au  point  P  un  point  multiple  d'ordre  [jl.  Or,  on  a  ici 

jj.  =  a,     V  =  4. 

TaËosÈMC  V.  —  Etant  donnée  une  courbe  quel- 
conque du  quatrième  degré  possédant  trois  points  de 
rebroussement,  si  d'un  point  fixe  P  on  mène  les  tan- 
gentes à  toutes  les  coniques  passant  par  les  trois  points 
de  rebroussement  et  tangentes  à  la  courbe,  le  lieu  de 
leurs  points  de  contact  est  une  courbe  du  sixième  degré, 
unicursale,  ayant  un  point  double  au  point  P  et  trois 
points  triples  aux  trois  points  de  rebroussement;  les 
tangentes  en  chacun  des  points  triples  se  déterminent 
individuellement;  l'une  d'elles  passe  au  point  P. 

Théorêue  VI.  —  Etant  donnée  une  parabole  et  un 
point  P  dans  son  plan,  on  considère  une  tangente  i/uel- 
conaue  à  la  parabole  et  on  mène  un  cercle  tangent  à 
cette  droite  et  passant  par  le  point  P  et  le  foyer  de  la 
parabole;  le  lieu  des  points  de  contact  est  une  courbe 
du  troisième  degré  ;  toute  tangente  à  la  parabole  ren- 
contre cette  courbe  du  troisième  degré  en  trois  points 
que  l'on  peut  trouver  par  la  règle  et  le  compas;  en 
d'autres  termes,  l'équation  du  troisième  degré  dont 
dépend  le  problème  a  toujours  une  racine  commensu- 
rable. 

Une  propriété  analogue  se  trouvera  dans  tout  pro* 
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blême  où  il  s'agira  tic  trouver  le  lieu  des  points  de  coii' 
tact  des  cercles  passant  par  deux  points  iixes  avec  un 
système  de  droites  oti  de  cercles  dont  le  mouveaicnt  est 
délerminé.  CL-tte  i-einarquc  est  susceptible  d'une  généra- 
lisation bien  plus  grande  et  donne  des  équations  dont  le 
premier  membre  se  décompose,  par  suite  d'une  propriété 
géométrique  qui  permet  de  distinguer  certaines  racines 
des  autres;  on  ne  peut  pourtant  en  conclure  que  les 
points  <|ui  correspondent  a  ces  racines  décrivent  des 
courbes  distinctes. 

TnÉoiiÈME  VII.  —  Si  d'un  point  P  pris  sur  la  cardioïde 
on  mène  les  tangentes  à  l'un  des  cercles  générateurs, 
les  points  de  contact  se  doter  minent  individuellement. 
Quand  on  considère  le  sj'stème  des  cercles  générateurs, 
le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  du 
point  V  se  compose  de  deux  courbes  distinctes  ;  l'une  est 
le  cercle  générateur  qui  passe  au  point  P,  et  l'autre  est 
une  anallagmatii/ue  du  quatrième  degré  ayant  un  point 
double  au  point  de  rebroussement  de  la  cardioïde. 

Théorèmb  VIII.  —  Par  un  point ^xe  P  pris  sur  une 
parabole  et  par  le  foyer  on  mène  un  cercle  tangent  à 
une  tangente  variable  de  la  courbe  ;  le  lieu  des  points 
de  contact  se  compose  d'une  droite  et  d'une  conique  ; 
la  droite  est  la  tangente  au  point  P  à  la  parabole. 

Théorème  IX.  —  On  considère  une  conique,  un 
triangle  circonscrit  ABC  et  un  point  Jixe  P  pris  sur  la 
courbe.  Par  ces  t/ualre  points  on  fait  passer  une  co- 
nique tangente  à  une  tangente  variable  de  la  conique 
fixe;  lex  points  de  contact  des  deux  coniques  qui  ré- 
pondent à  la  question  se  déterminent  individuellement  ; 
l'un  d'eux  décrit  une  droite  et  l'autre  une  conique. 

Théodèhe  X.  —  Etant  donnée  une  courl/c  du  qua- 
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trième  degré  à  trois  points  de  rebroussement ,  si  l'on 
considère  une  conique  passant  par  ces  trois  points  et 
tangente  à  la  courbe,  les  /loinCs  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  P  de  la  courbe  à  celle  conique  se 
déterminent  individuellement  ;  lorstfue  laconitjue  varie, 
le  point  P  restant  jixe,  le  lieu  des  points  de  contact  se 
compose  de  deux  courbes  distinctes  ;  l'une  est  la  conique 
qui  passe  par  les  trois  points  de  rebroussement  et  touche 
la  courbe  au  point  I*;  l'autre  est  une  courbe  du  qua- 
trième degré  ayant  les  trois  points  de  rebroussement 
pour  points  doubles  et  qui  est,  par  suite,  unicursale. 

Les  quatre  derniers  tlu'orèniGstjuo  nous  venons  d'énon- 
cer, et  qui  découlent  de  )a  niëntc  propriété,  présentent 
l'exempte  remarquable  d'un  système  de  deux  points 
qu'aucune  propriété  géométrique  ne  semble  distinguer 
et  qui  décrivent  deux  courbes  entièrement  dilTérentes; 
on  explique  facilement  ce  résultat  en  observant  que  la 
quantité  placée  sous  le  radical  carré  introduit  par  la  ré- 
solution de  l'équation  du  second  degré  dont  dépend  la 
question  est  un  carré  parfait  pour  uuu  position  conve- 
nable du  point  P;  ce  cas  se  présente  justement  quand  ce 
point  ûxc  est  situé  sur  la  courbe  considérée;  le  double 
signe  du  radical  donne  alors  deux  courbes  diirércntes. 

Considérons  dcuxcirconférencesayant  pour  centresOct 
(yjetunpointMj  soieniMAetiMBdeux  tangentes  menées 
par  ce  point  aux  deux  circonférences.  Menons  les  droîttis 
OC,  ce  respectivement  parallèles  à  AM  et  MB,  et 
joignons  CM;  celle  droite  rencontre  en  un  point  P  la  cir- 
conférence qui  passe  par  les  [Kiinls  O,  C,  O' .  Ceci  posé, 
si  le  jK>int  M  se  déplace  de  manière  que  l'angle  AMlt 
reste  constant,  la  longueur  CM  sera  constante  et  le  point  P 
sera  uu  jioint  fixe;  dèslorï,  le  point  M  décrit  un /l'moçon 
de  Puicd/ayantle  iwint  P  [lour  point  double  et  le  cercle 
OCO*  pour  cercle  direrti-ur  ;  ce  résultat  est  bien  connu. 
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Si  l'on  tnèncla  tangente  M'B' au  cercle C  qui  est  parallèle 
à  MB,  elle  détermine  sur  MA  un  poïiil  M',  et  le  lieu  de 
ce  point  est  un  deuxième  limaçon  de  Pmciil  ayant  pour 
point  double  un  point  Q  situé  sur  le  cercle  OCO'. 

Les  deux  points  P  et  Q  sont  It'ls,  comme  le  montre 
un  raisonnement  fort  simple,  que  l'on  voit  de  ces  points 
les  deux  circonférences  O  et  C  sous  le  même  angle;  ces 
points  sont  donc  à  l'intersection  de  la  circonférence  OCCy 
et  de  la  circonférence  qui  a  pour  diamètre  la  droite  SS' 
qui  joint  les  centres  de  similitude  des  deux  circon- 
férences. 

Le  lieu  des  points  d'où  les  tangentes  menées  à  deux 
circonférences  font  un  angle  donné  a  se  compose  donc 
(lorsque  l'angle  xest  bien  délini)  de  deux  limaçons.  Si 
l'angle  a  varie,  les  points  doubles  P  cl  Q  des  deu\ 
limaçons  se  meuvent  sur  une  circonférence,  et  la  droite 
PQ  passe  par  un  point  fixe;  le  même  résultat  a  lieu  si  les 
rayons  des  deux  circonférences  cUangent,  leur  rapport 
restant  constant.  Supposons  les  deux  circonférences 
hivariables,  ainsi  que  l'angle  a.;  le  limaçon  de  Pascal 
correspondant  et  ayant  le  point  P  pour  point  double  est 
doublement  tangent  à  chacune  des  circonférences,  elles 
droites  qui  joignent  les  ^joints  de  contact  se  coupent  sur 
l'axe  de  symétrie  de  la  courbe.  On  en  conclut  les 
théorèmes  suivants  : 

Thkobèmp.  XI.  —  On  considère  une  circonférence 
variable  dont  le  centre  se  meut  sur  une  circonférence 
fixe  et  qui  est  vue  d'un  point  P  de  cette  circonférence 
sous  un  angle  donné  w;  cette  circonférence  a  pour 
enveloppe  un  limaçon  de  Paxcal  ajant  le  point  P  pour 
point  double;  considérant  deux  quelconques  decescir- 
conférencescommefxes,  l'angle  circonscrit  et  ayant  son 
sommet  en  un  point  quelconque  du  limaçon  sera  cou- 
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Stant;  la  circonférence  variable  est  orthogonale  à  une 
eirco  nféren  ce  fixe . 

Théor^hb  XII.  —  Un  cercle  doublement  tangent  à 
une  conique  et  dont  le  centre  est  sur  l'axe  non  focal  est 
vu  d'un  foyer  sous  un  angle  constant  et  égal  au  sup- 
plément de  l'angle  des  asymptotes. 

Théorème  XIII.  —  X«  lieu  des  foyers  des  coniques 
qui  restent  semblables  à  elles-mêmes  et  doublement 
tangentes  à  un  cercle  fixe  [la  corde  de  contact  étant 
parallèle  à  l'axe  focal),  et  qui  sont  assujetties  à  une 
autre  condition  simple  quelconque,  est  un  cercle  con- 
centrique au  cercle  donné- 

Théoiièmb  XIV.  —  Si  l'on  considère  une  suite  de 
cercles  ayant  leurs  centres  sur  le  cercle  directeur  d'un 
limaçon  de  Pascal  et  doublement  tangents  à  cette 
courbe,  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  P  du  plan  à  ces  cercles  est  une  courbe 
du  sixième  degré  ayant  pour  points  doubles  le  point  P 
et  le  point  double  du  limaçon  et  pour  points  triples  les 
ombilics  du  plan. 

Considérons  une  cireonferencc  O  ol  le  limaron  de 
Pascal  ayant  celle  circonférence  pour  dircclrice  cl  un 
point  P  de  cette  circonférence  pour  point  dout>le.  Con- 
sidérons la  circonférence  qui  a  son  centre  en  un  point  A 
de  cette  circonférence  et  qui  est  doublement  tangente  au 
limaçon.  Soit  un  point  M  du  limaçon  situé  sur  le  rayon 
veclcurPM  qui  rencontre  la  circonférence  en  un  point  B. 
Menons  la  droite  AB  et  par  le  point  M  une  parallèle 
MC  à  cette  droite;  MC  touchera  au  point  C  la  circon- 
férence A  ;  le  rayon  C4  rencontre  la  circonférence  O  en 
un  point  ï).  Le  cercle  qui  a  pour  diamètre  MD  louclie  1<' 
limaçon  au  point  M  et  passe  par  le  point  doulile  P  et  par 
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le  point  de  contact  C  de  la  tangente  MC  lueuée  du  point 
M  au  cercle  A.  On  a  donc  les  llicorêmes  suivants: 

Théoiièmc  XV.  —  Etant  donnée  une  circonférence 
ayant  son  centre  sur  le  cercle  directeur  d'un  limaçon  de 
Pascal  et  doublement  tangente  à  la  courbe,  les  points 
de  contact  des  tangentes  menées  à  cette  circonférence 
par  un  point  M  du  limaçon  se  déterminent  individuel- 
lement; si  la  circonférence  varie,  l'un  des  points  de 
contact  décrit  la  circonférence  qui  touche  le  limaçon 
au  point  M  en  passant  par  le  point  double,  et  l'autre 
décrit  une  anallagmatique  du  quatrième  degré. 

Théokème  XVI.  —  Etant  donnés  un  cercle  double- 
ment tangent  à  un  limaçon  de  Pascal  et  ayant  son  centre 
sur  le  cercle  directeur,  et  une  droite  D  tangente  à  ce 
cercle, -l'équation  du  quatrième  degré  qui  donne  les 
points  de  rencontre  de  la  droite  D  avec  la  courbe  a  une 
racine  rationnelle  en  fonction  des  coe/fidents. 

Tbéobème  XVII,  —  Si  l'on  considère  un  point  A 
d'une  conique  et  un  cercle  C  doublement  tangent  à  la 
courbe  [la  corde  de  contact  étant  paralltile  à  l'axe 
focal),  les  deux  cercles  qu'on  peut  mener  par  le  fioint 
A  et  le  foyer  F  tangentiellernent  au  cercle  C  se  déter- 
minent individuellement;  le  point  de  contact  du  cercle 
C  avec  l'un  d 'eux  se  trouve  sur  la  tangente  menée  par 
le  point  A  (lia  conique. 


Le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  se  prête  à  un 
grand  nombre  d'énoncés  dillérents,  car  il  établit  une 
relation  entre  les  tangentes  qu'on  peut  mener  par  un 
point  à  une  conique,  les  foyers  et  les  deux  cercles  qu'on 
peut  mener  par  le  point  ayant  avec  la  conique  un  double 
contact,  la  corde  de  contact  étant  parallèle  à  l'axe  focal. 
On  a,  en  particulier,  les  théorèmes  suivants  : 
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Théorème  XVUI. —  Le  lieu  des  foyers  d'une  conique 
tangente  à  une  droite  D  en  un  point  A  et  doublement 
tangente  à  un  cercle  C  [la  corde  de  contact  étant 
parallèle  à  l'axe  focal)  se  compose  Je  deux  cercles 
passant  par  le  point  A  et  respectivement  tangents  au 
cercle  C  aux  points  où  il  est  rencontré  par  la  droite  D. 

Théorème  XIX.  —  Le  liea  des  foyers  des  coniques 
doublement  tangentes  à  deux  circonférences  se  compose 
d'une  droite  et  d'une  circonférence,  pourvu  que  les 
cordes  de  contact  soient  parallèles  dans  les  deux  cir- 
conférences. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suFGl  de  remarquer, 
d'après  le  théorème  XII,  que  du  foyer  on  voit  sous  le 
même  augle  deux  circonférences  doublemeni  tangentes  à 
la  conique  et  ayant  leurs  centres  sur  l'axe  non  focal- 

Considérons  deux  courbes  quelconques  et  un  angle 
AMB  formé  par  les  tangentes  MA  cl  MB  menées  du  point 
M  aux  deux  courbes;  lorsque  le  point  M  se  déplace, 
l'angle  AMB  restant  constant,  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  AMB  a  deux  enveloppes;  l'une  est  le  lieu  du 
point  AI,  car,  pour  mener  la  tangente  en  M  au  lieu  décrit 
par  ce  point,  on  peut  remplacer  les  deux  courbes,  dans 
le  voisinage  des  points  A  et  B,  par  ces  points  eux-mêmes; 
pour  obtenir  le  point  de  contact  du  cercle  avec  sa 
deuxième  enveloppe,  considérons  les  cercles  O  et  (y, 
oseulateurs  aux  deux  courbes  en  A  et  B  ;  comme  le  cercle 
AMBdépenddeséléments  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  la  recherche  de  son  enveloppe  ne  dépendra  que 
de  ceux  du  deuxième  ordre,  et  l'on  pourra  substituer  aux 
deux  courbesleurs  cercles  oseulateurs  ;  le  point  de  contact 
du  cercle  avec  sa  deuxième  enveloppe  est  donc  le  point 
double  P  du  limaçon  de  Pascal  qui  constitue  le  lieu  du 
sommet  d'un  angle  de  grandeur  constante  AMB  cir- 
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conscrit  aux  deux  circonférences  O  et  0*;  on  anra  donc 
ce  point  P  en  menant  par  les  points  O  et  O*  des  parallèles 
ODfCyDaux  droites  MA,  MB  et  en  joignant  les  points  M 
el  D;lc  point  où  la  droite  M D  rencontre  la  circonférence 
est  le  point  chcrcW. 

Reprenons  le  système  de  deux  cercles  Oet  O*  et  de 
l'angle  AMB  de  grandeur  constante  circonscrit  aux  deux 
cercles.  Le  point  M  décrit  un  limaçon  de  Pascal  ayant 
pour  point  double  un  point  P  situé  sur  la  circouférence 
OCy.M.  D'après  ce  qui  a  été  déinoulré  plus  haut,  on  voit 
du  point  P  les  deux  circonférences  Oet  Csous  le  même 
angle;  donc  le  rapport  des  rayons  OA,  (XB  est  égal  au 
rapport  des  distances  PO,  PO';  de  plus,  il  est  facile  de 
voir  que  les  angles  AOP,  BO'P  sont  égaux;  ou  en  conclut 

que  le  rapport  p|j  reste  constant,  ainsi  que  l'angle  APB  ; 
donc,  quand  le  point  M  se  déplace  sur  le  limaçon,  le 
triangle  APB  reste  semMable  à  lui-même  ;  en  particulier, 
l'angle  PAB  reste  constant,  et,  comme  le  point  A  se  meut 
sur  une  circonférence,  la  droite  AB  enveloppe  une  co- 
nique ayant  le  point  P  pour  foyer. 
On  a  donc  les  théorèmes  suivants  : 

ThéorèmeXX.  —  Quand  un  angle  AMM de  grandeur 
constante  est  circonscrit  à  deux  cercles,  la  droite  Ab  qui 
joint  les  points  de  contact  de  ses  côtés  avec  les  deux 
cercles  enveloppe  une  conique  ayant  pourfojer  le  point 
double  du  limaçon  de  Pascal  qui  constitue  le  lieu  du 
point  M. 

Théorème  XXI.  —  Si  autour  du  foyer  commun  F 
de  deux  coniques  on  fait  tourner  un  angle  AFB  égala 
l'angle  des  axes  focaux  des  deux  conit/ues,  le  lieu  du 
point  M  de  rencontre  des  tangentes  menées  aux  deux 
coniques  respectivement  en  A  et  1ï  est  un  cercle. 
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Oq  peut  envisager  le  problème  qui  eoiisiste  à  trouver 
le  lieu  du  sommet  d'un  angle  de  graudcur  constante  cir- 
conscrit à  deux  circonrérences  comme  un  cas  particulier 
du  problème  suivant: 

Trouver  le  lieu  du  sommet  d'un  angle  circonscrit  à  ' 
deux  circonférences,  les  coefficients  angulairesdes  côtés 
étant  liés  par  une  relation  linéaire  par  rapport  h  cha- 
cun d'eux. 

Le  lieu  est  alors  du  huitième  degré;  il  se  décompose 
lorsque  l'angle  doit  être  constant  (on  a  alors  deux  lima- 
çons de  Pascal),  ou  bien  lorsque  l'angle  doit  avoir  une 
bissectrice  de  direction  constante.  Dans  ce  dernier  cas, 
l'équation  de  chacune  des  courbes  du  quatrième  degré 
qui  composent  le  lieu  prend  une  forme  remarquable; 
avec  des  axes  rcctangulaù-es  convenablement  choisis,  cette 
équation  est 

H  et  K  étant  des  constantes,  et  o  étant  la  dislance  d'un 
point  du  lieu  à  un  point  lîxe  situé  sur  l'hyperbole  équi- 
laière  qui  a  pour  équation 

^v  — II'--o. 


SUR   INB  QUESTIAN  DB   LICBNCR; 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

D'après  M.  Catalan  (IVouvelle  Correspondance  nut- 
thémaiiijue,  novembre  1880],  la  solution  de  la  question 
de  licence  publiée  dans  ce  Recueil,  2'  série,  t.  XX, 
p.  35,  peut  être  simplifiée  de  la  manière  suivante. 

Pour  l'homogénéité,  remplaçons  C  par  —  et  ka^  par 
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A'  ;  les  équalioiis  (lu  problème  soiil 


De  U  première  on  tire 

;=csiriV: 


et  par  conséquent 

\        yc'siii'V  —  b^J 


y  c'  —  ij'  —  c'  coa'  V 
L'intégrale  est,  en  supposant  nulle  la  constante. 


La  courbe  (c)  est  donc,  si  l'on  veut,  représentée  par)tî 
sysicme  des  formules 


m  l'on  élimine  V,  on  a  l'équation  unique 

c'7=  — ^-^~  +{c' — ft')cos'8, 

ou,  en  coordonnées  rectangulaires, 

.',(&' .r'-t-cVv>)^S.c"  +  /' 4- ft»)'. 
équation  qui  peut  encore  s'écrire 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  la  courbe  se  com- 
pose de  deux  circonférences,  ou,  plus  exactement,  le» 
courbes  (c)  et  (C)  sont  des  circonférences  comprise» 
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entre  deux   tangentes  communes   menées   du  pôle. 
dont  les  rayons  sont  dans  le  rapport  k. 


CORRBSrONIANCE. 


Monsieur  le  Rédacteur, 

Voulez-vous  bien  me  permettre  de  vous  adresser 
quelques  observations  relativement  aux  questions  13^ 
et  1296  et  aux  solutions  qui  eu  ont  été  données  dans  le 
dernier  numéro  d'octobre.  Je  dirai  tout  d'abord  qu'en 
proposant  la  question  1324  je  demandais  une  démons- 
tration et  non  une  vérilication,  qui  n'oflrait  aucune  diffi- 
culté :  la  question  reste  donc  toujours  proposée. 

Quant  à  la  question  1296,  il  est  certain  que  M.  Rea- 
Ijs,  en  la  proposant,  a  voulu  offrir  un  exercice  de  vérifi- 
cation aux  jeunes  lecteurs  des  annales,  car  il  sait  aussi 
bien  que  personne  que  les  formules  qu'il  donne  sont  un 
cas  particulier  des  formules  générales  de  Cauchy  démon- 
trées dans  le  quatrième  cabier  des  Exercices  mathéma- 
tiques. Il  est  curieux  que  l'auteur  do  la  vérification 
anive,  sans  y  faire  attention,  à  des  formules  plus  simples 
que  celles  de  Cauchy,  les  formules  (a)  (2*  série,  t.  XIX, 
p-  4^S}i  l^'i  Bpcés  la  suppression  du  facteur  commun 
^PQR,  sont  précisément  les  formules  (  5 1  )  de  mon  Mé- 
moire (p.  4*>8î  1S79)-  L'identité  (3)  (p.  4^g}  se  trouve 
aussi  dansIeMémoire  cité  (p.  407:  1879).  Elle  est  remar- 
quable en  ce  qu'elle  donne  la  solution  d'une  question 
que  j'ai  proposée  autrefois  dans  les  Nouvelles  jinnales  : 
Trouver  six  nombres  entiers  x,y,  z,  x! ,y'^  z'  tels  que  ces 
nombres  satisfassent  à  l'un  ou  l'autre  des  deux  sjs- 
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tentes 

j-i  -i- j»  -t-  3'^  j-'^  +/"-+-  s"i  '  ans  ^=  ar' v'z  ; 

Lors  du  ta  dernière  réunion  à  Reims  de  l'Association 
pour  l'avancement  des  Sciences,  j'ai  communiqué  les 
formules  (01)  à  M.  Sytvester,  qui  Di'a  dit  les  avoir  trou- 
vées de  son  c6té,  mais  étendues  au  cas  plus  général  de 
l'équation 
(I)  aX>  +  ftY>  +  (/XYZ^  cZ''. 

Voici   en  quelques    mots    une  démonstration   très- 
simple  : 

(x,j',z),  (y,y',  s')  étant  deux  solutions  de  l'équa- 
tiou  (1),  les  formules  de  Caucliy  donnent 

1         -i-eHy^j^z'  —  y'x:), 

I  +rf(-'/.r'— :"j.). 
D'ailleurs,  des  deux  équations 
ajr^  -i-  by  -h  dxyz^^  cz',  a  .r'^  -h  Ity'^  ->-  djr' y'  s'  =^  cz'* 

on  tire 

cjz^y'^^yz")  -h  (iyy'ly^jr'z' ~ y'^jTz)  _ 
^•'y"  —  yx''  .  ~ 

c(a:*z'»^z*jr'^)-d.rx-{.v\Y'z'-x'\vz)  ^  ^ 

Si  maintenant  on  substitue  l'expression  précédente  de 
h  dans  la  première  des  formules  (a),  on  obtient 

_  [  3c(.rj'  —  sx' )  iyz'  —  z^ )  +  'dUv'  —  ^'jt'  )* ]  (jr^y'z'  —  x'*y 
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Or  la  valeur  de  Y  se  dt^uit  évideninieut  de  ccllu  de  X 
en  permutant  x^y  et  y,  j',  et  comme,  par  ce  change- 
ment, tous  les  facteurs  de  X  restent  les  mêmes,  excepté 
x*j'z'  —  o^^jz,  qui  devient  j)^'j:' s'  — jj'^xs,  on  a 


On  obtient  de  même 


Les  formules  (ji)  sont  donc  étendues  à  l'équation  (i). 

M.  Sylveslcr,  si  je  no  me  trompe,  a  communiqué  sa 
démonstration  à  M.  Lucas  :  il  serait  intéressant  qu'elle 
fût  publiée. 

Veuillez  agréer,  Monsieur,  etc. 

Desboves. 


SOLUTIONS  m  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question   1275 
■  Par  m.  R.-W.  GENÈSE. 

On  donne  quatre  points  a,  b,  c,  d  dans  un  plan  et 
deiLxr  points  p,  ^',  non  situés  dans  ce  plan. 

Les  droites  d'intersection  de  deux  couples  de  plans 
(pah),  (p'cd)  et  (^cd),  [^' ab)  sont  dans  un  même  plan 
{  P  )  ;  on  peut  obtenir  six  plans  analogues  en  combinant 
de  toutes  les  manières  possibles  les  points  a,  b,  c,  d; 
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ces  «X  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite  (  D  ) 
tjui  rencontre  pp'.  (Ge»ty.  ) 

Un  point  est  donné  par  les  rapports  a,  ^,  Yi  o  des  aires 
des  tétraèdres  PpBC,  PpCA,  Pp  AB  et  PABO  à  l'aire  de 
pabc.  Soient  a,  p,  y,  S  les  coordonnées  de  p';  p.  g,  r,  o 
celles  de  d.  Les  uoordonnées  de  a,  b,  c,  p  sont 

(1,0,0,0),   (0,1,0,0),    (q, 0,1,0)   et   (0,0,0,1). 
Alors  l'équation  du  plan  paÂ  est 
(!)  v  =  oi 

celte  de  f'cd  est 


P     1 


Le  plan  ^'ab  est  représenté  par 

?      Y 


(3) 

et  p  crf  par 


(4) 
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Le  plan 

(pPi-ç",)  (tiS  -  3i-f)  +  -r.a.Cîa  -/.?)  =  o 

contient  les  îutur  sec  lions  du  (i)  avec  (3}  et  de  (3)  aver 
'4)-  Alors  t'est  un  des  plans  de  la  question.  Il  y  i-n  a 
tietix  autres  : 

cl 

(r<.,-/>-r.)0,3-S,3)+?,S,(/,Y_r=)  =  o. 

\jKi  jiremiers  membres  de  ces  équaiîuns  s'annulent  pai- 
additioD.  Alors  les  trois  plans  passent  par  une  même 
«Iroite. 

KoU.  —  La  mtme  questioa  a  ét£  résolue  par  M.  Morel-Blanc. 

Question  1313 

P«  M.  S.  REALIS. 

'  Un  nombre  p,  i/ut  est  la  .somme  de  n  cubes  entiers, 
étant  donné,  assigner  un  nombre  q  tel  que  le  produit 
p'i/  soit  la  somme  algébrique  de  n  cubes  entiers. 


Soil 

/>="i+-s-i- ';+■■•+"!, 

L-t  posons 

p,  =  aa;+3i>,(.;+.î+... +.;)-(.•-!-.;+. 

.+■;) 

p,  =  3.'  +  3..,(.!  +  a! +  ...+  .;)-(■;  +  .' -F. 

■+■;) 

p.=  a." -i-3.,(ii +  «•+... +«;_,) 
v=  (9  — n)(i;  + ••  +  .•  +  ...  +  «■) 

H-9[-.(  •!+-:+■■■+«;)+■■■ 

+  ..(.!+.;+...  +  .;.,)]■ 

^■1.  Je  Mathimat.,  V  lérie,  t.  XX.  (AtHI  iSSi.) 


DintizedbïGoOglc 


r«~ous  aurons,  par  identité, 

P=7--P;h-P5  h...-+-p;. 

IVole,  —  La  aolulioD  <tonDco,  dan!i  le  niimérn  île  septembre  der- 
nier,  par  M.  Marcello  Roi'helli,  ne  rëpoiid  pns  aux  termes  Hc  l'énonr^. 


Question    13i2 
Pm  M.  A.  r.EI\EKUGEL. 

D'un  point  donné  M  on  mène  deux  droites  no?'" 
maies  à  un  paiaboloïde;  soient  a  et  b  leurs  pieds,  ot 
le  pied  ,(/e  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  la 
corde  ab  et  ^  le  conjugué  harmonitjue  de  a.  relative- 
ment aux  points  a  et  b;  démontrer  e/ue  le  point  ^  est 
sur  la  droite  menée  par  M  perpendiculairement  â 
l'axe. 

(L,OU„.E.) 

Soit  D  la  droite  d'intersection  des  plans  tangents  en  a 
et  en  b.  Par  celle  droite  D  menons  le  plan  diamétral  D^ 
conjugué  aux  cordes  parallèles  à  ab  et  le  )>lan  DQ  paral- 
lèle à  ab.  Ces  quatre  plans  forment  un  faisceau  harmo- 
nique, le  plan  >[(i£  les  coupe  suivant  un  faisceau  liar- 
monîquodequalredroi  tes  elles  perpendiculaires  abaissées 
du  poiut  M  sur  ces  quatre  droites  forment  aussi  un 
faisceau  liarmoiiique.  La  proposition  s'en  déduit  iramé- 
diatcment,  car  dans  les  paraboloïdes  tous  les  plans  dia- 
métraux sont  parallèles  à  l'axe. 

JVote.  —  La  mjme  queslion  a  Hi  résolue  par  M.  A.  Gentil,  élév« 
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Queslion   13ii 

lin)ri'i*rH,  I. XIX, n,  «1.11; 

Par  M-  Fmxçois  l.AUDiERO, 

Élèïi;  ilc  ITniversilé  île  Naplrs. 

Soient  A,  B,  C,  Uijuntm  points  d'une  conique  [S),  et 
M  lut  point  i/uelconque;  si  l'on  mène  les  droites  MA, 
MB,  MC,  MD  ^iti  rencontrent  de  nouveau  la  conique 
(S)  en  des  points  A',  B',  '('/,  D"  respectivement,  les  deux 
coniques  {M,  \,  R,C,0),  (M,  A',  IV,  C,  TY)  auront  In 
ménuf  tangente  au  point  M.  (Gesty.) 

Oii  sait  que,  si  deux  coniques  'f,  ^'  se  coupent  aux 
piinis  A.  It, C,  Di'i  ai  l'unlm^ae  par  A,  B  respecti\emenl 
deux  droites  qui  coupent  o  en  F,  (r  et  ç>'eu  F*,  G',  les 
cordes  1"G,  F'<1  concourent  en  un  point  II  de  la  droite 
CD,  CE  il  est  clair  que,  si  les  poinls  F',  iV  sont  inûni- 
inent  voisins,  la  di-oilc  F(î  et  la  tangente  en  F'O'  h  la 
conique  s'  se  coupent  sur  la  droite  Cï). 

Cela  pose,  désigJionx  par  i];,  ij^'les  <l»;)ix  coniques 
(M.  A.  B.  C,  D),     (M,  A',  B'.C,  D'\ 

respectivement,  et  observons  que  pour  les  coniques  (S), 
^,  qui  se  coupent  daus  les  qualie  points  A,  B,  C,  D,  la 
tangente  à  la  conique  y  en  M  et  les  cordes  CD,  B'A' 
concourent  en  un  même  point.  De  môme,  pour  les  co- 
niques (S),  <f',  la  tangente  en  M  à  la  conique  <^  et  les 
cordes  B'A',  CD  concourent  en  un  même  point. 

Donc  les  deux  tangentes  en  M  aux  coniques  <p,  ([* 
coïncident,  et  les  coniques  ç,  s' ont  conséquemment  la 
même  tangente  au  point  M. 

Note.  —  La  même  qaesiion  a  été  résolue  par  MM.  Moret-BlaDc: 
F.  Piaani;  N.  GoiTart;  A.  Droi;  J.  Marchai;  H.  Ilenog,  du  lyr.^e  de 
Rouen;  E.  Perqiiery,  éirve  rfii  Ijcée  du  Havre. 
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Question  1348 

[folri-  MrU,  I.  ![IX,  p.  <M): 

Pab    m.    J.     BOUDÉNES, 

Élève  du  lycée  de  Grenoble. 

On  donne  une  parahole  P  et  on  propose  : 

i"  De  trouver  l'équation  du  cercle  C  qui  passe  par  un 
point  M  du  plan  et  par  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes menées  de  ce  point  à  la  parahole  ; 

a"  De  trouver  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  ce 
cercle  a  un  rayon  constant  ; 

3°  De  trouver  le  Heu  du  centre  de  ce  cercle  de  rayon 
constant  ; 

4"  De  démontrer  que  la  polaire  du  point  M  par 
rapport  à  la  parabole  et  la  seconde  corde  d'intersec- 
tion du  cercle  et  de  la  parabole  se  coupent  sur  une 
droite  déterminée.  (Bakbirin.) 

1°  On  sait  que  les  cordes  d'intersection  de  deux 
coniques  à  axes  parallèles  sont  également  îoclinées  sur 
les  directions  de  ces  axes.  Dès  lors,  si  nous  prenons  pour 
origine  le  foyer  de  la  parabole  et  pour  ase  des  x  l'axe 
de  cette  courbe,  son  équation  sera 

(i)  y*^2px+p\ 

et,  si  X,  ^  sont  les  coordonnées  du  point  M,  la  polaire  do 
ce  point  sera  représentée  par  l'équation 

(3)  ?y-p(,  +  ar)^p'  =  o. 

Toute  conique  passant  par  l'intersection  de  la  droite 
précédente  et  de  la  parabole,  et  ayant  un  axe  parallèle 
à  celui  de  cette  dernière,  aura  par  suite  une  équation  di- 
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la  formt- 

-t-'k{Y*  —  2pX — />'):^0. 

Pour  que  ce  soit  un  cercle,  il  faut  d'abord  qu« 
et,  pour  que  ce  cercle  passe  par  le  poiut  M, 


13) 


a"  Son  rayon  a  pour  valeur  la  distance  du  centre  au 
point  M.  Le  lieu  du  point  M  pour  lequel  ce  cercle  a  un 
rajon  constant  est  donc,  a.,  ^  étant  les  coordounées 
courantes, 

ou 

(P'  +  ?')((/'->)'+?']=>>'H'. 

(kjuation  du  quatrième  degré  qui  représente  une  courbe 
passant  par  les  points  cycliques.  Elle  devient,  si  l'on 
transporte  l'origine  au  point  x  =:  —  p  sur  l'axe  des  x, 

3°  Les  coordonnées  du  centre  du  cercle  de  rayon  R 
étant  devenues,  par  la  transformation  précédente  de 
<:oordonnées, 


? 

L'équation  de  c 

e  cercli:  est  doni; 

:,        j---^'- 

-^^.  +  ,.,^îLr„_„ 

( 

-[(p-«)'+p'  +  ?'l 
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le  lieu  de  re  ceDire,   pnur  R   constant,    a  duiic  pour 
équalion 

^[.>''  +  (^-/')']=--K*(j^-/>), 

obtenue  par  l'ôliniination  de  x,  ^  entre  la  couditiuti  (4) 
et  les  équations  (5).  Ce  lieu  représente  une  eourbe  du 
troisième  degré  passant  encore  par  les  points  circulaires 
à  l'infini. 

4"  Les  deux  cordes  d'intersection  du  cercle  (3)  et  de 
la  parabole  (i)  étant 


on  voit  aisément,  en  les  retranchant,  que  le  lieu  de  leur 
point  d'intersection  est 

et  que,  par  suite,  ces  deux  droites  se  coupent  toujours 
sur  l'axe  des  x,  c'est-à-dire  sur  la  perpendiculaire  à 
l'axe  menée  du  foyer. 

:\oCe.  —  I.a  mfme  qucslion  a  clé  résolue  par  MM.  El.  Lei;  Morei- 
Blanc  ;  Baron,  élève  du  Ijcée  Henri  IV  :  G.  LambioUe,  élève  de  l'École 
polytechnique  île  Bruxelles;  E.  l-'auquembergue;  \.  Gencix-Marlin; 
J.  Neuer,  ël^ve  du  Ivcée  dp  \anr>. 


Question  13o3 


Pab  m.  J.-B.  DKL.iCOURCELLE, 
Karani  de  troupe  au  S3'  de  ligne,  à  Tarlx-s. 

Soient  ABC«i  triangle  donné,  A,,Bi,C,  trois pointi 
pris  sur  tes  côtés  de  ce  triangle  et  tels  qu'on  ait 

\,B        /       B,C  _    /'        C,A        /' 
À,C    '    m'      B,A    ^m'     CTB  ^;^' 


tzedbïGoOglc 


(  '83) 
l'aire  du  triangle  A,BfCt  est  égale  à  l'aire  du  triangle 
ABC,  multipUée  par 


(Geht-ï). 

Les  deux  u-iangles  Â  B|  C|  et  ABC,  ayant  un  angle  égal, 
suDt  entre  eux  comme  les  produits  des  côtés  qui  rom- 
prcDHcnl  cet  angle.  On  n  donc 

AlïjC,   _  AC,  y  AB|  _  \€,        \B, 
"ABC    '~  AB  X  AC"  "  AB  "^  AG 


'  AC|  +  BC,       AB,-i-CB,' 


'  '    ABC    ~r  h«r  "  /' 
On  obtient  de  la  ntème 


n^,c,  ^m- 

ABC"  "■  (r+"m'n"^4 
CA,lt,  l'm 


Or  on  a 

A,  B,C,  —  ABC  -  AB.C,  —  BA,  C,  ~  C A,B,. 

En  portant,  dans  cutle  identité,  les  valeurs  de  AB,C| , 
BA,C„  CA,B,  tirées  des  égalités  (i),  (a),  (3),  Oii 
trouve,  toute  réduction  faite, 

A,B,C,  =  ABCx  -, "'.^  "'"'"!' -F-- 

Matt.  —  |j  mùme  question  a  ttc  nisolue  par  MM.  L.  Robert,  ù 
Monlreail  (Reine):  Choudadow,  de  Strawropole  (Caucase);  A.  Droi. 
i  Pmreniruï  (Berne);  H.  \xi;  ¥,.  PanqnemhfrRiie.  maître  répéli- 
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leur  BU  lycée  de  Sainl-QueatiDi  F.  Pisani,  profeueur  t  l'Inslitul 
royal  technique  de  Meïiine;  J.  Boudèoes  el  Désiré  Girond,  élèves  du 
lycée  de  GreDoble;  E.  Pecqiiery  et  É.  Chrétien,  élèves  du  lycée  du 
Havre. 


Question  135f> 


E.  PECQUERY  et  E.  CHRETIEN, 
Élèves  du  lyrée  du  Havre. 

///  a  trois  cubiques  passant  par  huit  points  donnés 
tangentes  à  une  droite  menée  par  l'un  de  ces  points. 


et  tangentes 

(E.G.). 

L'équation  générale  d'une  cubique  contenant  neat 
paramètres  variables,  si  l'on  exprime  que  la  cubique 
passe  par  huit  points  donnés,  on  aura  huit  relations  qui 
détermineront  huit  des  paramètres  en  fonction  du  neu- 
vième au  premier  degré.  L'équation  générale  de  la  cu- 
bique ne  contiendra  donc  finalement  qu'un  seul  para- 
mètre variable  au  premier  degré. 

Si  maintenant  on  rapporte  la  cubique  à  des  axes, 
dont  la  droite  donnée  est  l'axe  des  x,  et  l'origine  Ir 
point  donné  sur  cette  droite,  pour  y^o  on  a  d'abord 
,r  =  o,  puis  deux  autres  racines  données  par  une  équa- 
tion du  second  degré  en  fonction  du  paramètre  variable 
qui  y  entre  au  premier  degré. 

On  exprimera  que  la  cubique  est  tangente  à  l'axe 
des  X  en  écrivant  que  cette  équation  du  Sf^cond  degré 
en  x  a  ses  deux  racines  égales,  ce  qui  donne,  en  général, 
une  équation  du  second  degré  pour  déterminer  le  para- 
mètre variable,  ou  en  exprimant  que  x  ^  o  est  racine  de 
cette  équation,  ce  qui  donne  une  équation  du  premier 
degré  ponr  déterminer  le  même  paramètre.  Donc,   en 
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général,  il  y  a  trois  valeurs  pour  ce  paraiDèu*e,  et  par 

suite  trois  cubiques  satisfaisant  aux  conditions  données . 

IVote.  —  M.  Dcnuir  faii  remarquer  que  le  théorème  peut  f  tre  gêD<*- 

Dans  un  faisceau  de  eourbet  lie  l'ordre  ii.  il  y  a,  en  général. 
7{n—  1  —  3)  courl/ei  langeâtes  à  une  droite  qui  passe  par  S  points 
de  la  base  du  faisceau,  en  de»  pointa  nutre*  que  ces  S  jioints. 

Oa  peut  énoncer  un  théorème  aualoguc  où  la  droite  ijuclcoaque  est 
remplarée  par  une  courbe  de  l'ordre  ni. 
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le  texte.  —  Paris,  Delagrave;  i88i. 

Traité  deGéométrib  descriptive  pourl'cnseigneiueut 
secondaire  classique,  par  E.  Lcbon.  \"  volume,  à  l'usage 
des  classes  de  Malhémaliques  élémentaires  et  Supplé- 
ment an  I"  volume,  à  l'usage  des  candidats  à  l'itcole 
spéciale  militaire  de  Saint-Cyr.  In-S",  avec  ligures  dans 
le  texte.  —  Paris,  Delalain  ;  1880  et  1881. 

JVoTioNS  DE  Tbigodohétrie,  avec  application  à  des 
exemples  par  l'emploi  des  fonctions  trigoiiomé triques 
naturelles.  Iu-8".  —  Tours,  25.  rue  des  Acacias;  1 879. 


TIRAGES   A   FART. 


Ont  Flaàer  aj fjeide  Oïden  med  Dobbellkeglesnit  ; 
ai'  H.-G.  ZeuTHEN.  In-8°.  —  Copenhague,  J.-H. 
Schultz;  [879. 

Sur  la  délcrminatiiia  d'intégrales  nlgébrii/ues  de 
différentielles  algébriques;  par  H.-G.  Zëutheh.  Extrait 
des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie  des 

Sur  le  principe  de  la  moindre  nclion  ;' par  G  .-F .- 
yv.  Baehr.  Extrait  du  t.  XIV  des  archives  néerlan- 
daises; 187g. 

OmPoncel-el's  Betydning /'or  Oeometrien ;  afELLinc 
HoLST.  In-S".  —  Clirisliaiiia,  A.-W.  Brogger;  i8;8. 

Sur   l'application  d'un  principe  de  la  théorie  des 


tzedbïGoOglc 


(  '8;  ) 

fondions  à  des  recheiclies  purement  géoniélriques;  (lai- 
Klling  Holst.  Extrait  du  t.  VllI  du  Bulletin  de  la 
Société  malhéinatiijue  de  France;  1880. 

Notes  on  the  normnls  ofconics;  Ly  Samukl  Robehts, 
M.  A.  Extrait  des  Proceedings  ofthe  London  mathe- 
matical Society ,  vol.  IX,  11"  128. 

On  the  décomposition  oj  certain  numbers  into  sums 
of  two  si/uare  inlegers  by  continued  fractions;  by 
Samuel  Roberts.  Extrait  des  Proceedings  ofthe  Lon- 
don inalhematical  Society ,  vol,  IX,  11"'  135,  136. 

Onforms  of  numbers  determined  by  continued  frac- 
tions; by  Samuel  Rouebts.  Extrait  des  Proceedings  0/ 
the  London  matkemaiical Society,  vol.  X,ii'"l-i2,  143. 

Note  on  a  problem  of  Fibonacci's;  by  Samlel 
RoBEBTS,  F.  R.  S.  Extrait  des  Proceedings  of  the  Lon- 
don nufthematicnl  Society,  vol.  XI,  11°  IS!^. 

Note  on  the  intégral  solution  of 

in  certain  cmes;  by  !!>amubl  RosenTs  ,  F.  R.  S.  Extrait 
des  Proceedings  ofthe  London  mat  hematical  Society , 
vol.  XI,  n- 161. 

Suir  area  descrittada  una  linea  invnviabile  che  si 
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Accademia  délie Sdenze  di  Torino,  vol,  XV;  187g. 

Sopra  due  covarianli  simultanei  di  due  forme  bina- 
rie biquadratiche ;  Nota  di  E.  d'Ovidio.  Extrait  des  Alti 
délia  R.  Accademia  délie  Scienze  dl  Torino,  vol.  XV; 
1879. 

Jl  risultante  di  due  forme  binarie  bîquadratiche 
espresso  mediante  i  loro  'invarianti  fondamentali; 
Nota  di  E.  d'Ovidio.  Extrait  des  Atti  délia  Jt.  Accade- 
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1878. 
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■879- 
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1362.  On  donne,  sur  un  plan  :  un  point  o,  une  cir- 
(ïonféreucc,  les  extrémités  a,  b  A  un  diamètre  de  cette 
irourbc  et  un  autre  diamètre  D.  On  demande  de  déter- 
iiiiner,  sur  la  circonférenci^,  un  point  tn  tel  que  les 
droites  ma,  mb  interceptent,  sur  D,  un  segment  vu,  dn 
point  o,  sous  uu  angle  droit.  (Mannheim.) 

1363.  On  donne  une  ellipse:  on  prend  le  triangle  Of.'t 
formé  par  les  deux  tangentes  ca,  cb  k  cette  courbe  et 
le  coi-dc  do  contact  ah,  et  l'on  détermine  un  point  m 
d'où  l'on  voie,  soiis  des  angles  droits,  les  côtés  du 
triangle  abc.  Quelle  est  la  surface  lieu  des  points  tels 
que  m.  lorsque  l'on  prend  tous  les  triangles  analogues 
à  iu:b'f  (MANNnEiM.) 
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REMARQUES  SUIl  LE  THÉORÈME  DE  STUR»; 

Par  ,M.  r.ANDÈZE, 
Elève  de  l»olc  I'<ilytcclinii|un. 


Considérons  une  équalion  entière  et  formons  pour 
relte  é<]uation  les  fonctions  de  Sturm,  (jue  nous  dési- 
gnerons par  V,  \  , .  . . . ,  V„. 

On  «ura 
(Il  V  -  V,Q,--V,. 

(31  V,-^  V.Q,   -V,. 

i3)  V,:^V,Q,- V„ 


Nous  supposerons  que  V„  est  une  constante,  c'est-à-dire 
que  V  et  V|  sont  premiers  entre  eux. 

Remarquons  que,  lorsque  V^o,  V|Q,^Vi,  c'est- 
à-dire  que  Q|Va  a  le  signe  deV,.Le  poljnàme  Q|V, 
jouit  donc,  relativement  au  polynôme  V,  des  pro- 
priétés de  V,  sur  lesquelles  est  fondé  le  théorème  de 
Rolle,  c'est-à-dire  qu'entre  deux  racines  réelles  de  V  se 
trouve  au  moins  une  racine  de  V3Q1.  Cette  remarque,  en 
particulier,  nous  donne  un  moyen  de  séparer  les  racines 
d'une  équation  du  troisième  degré  par  des  nombres  com- 
mensurables .  Eu  effet,  Q,  et  V,  sont  tous  les  deux  du 
premier  degré,  et  leurs  racines  séparent  les  trois  racines 
du  polynôme  considéré  (  si  le  polynôme  a  ses  trois  ra- 
cines réelles). 

Cela  posé,  supposons  que  V=npour  une  certaine 
valeur  de  ;r  ;  on  a 


■') 

V,Q,  =  Vi. 

^im.  •/• 

il„ehémat..-i 

,'.ëri«,l.XX.  (M« 

:  Google 


(  ■»!  ) 
Portons  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  Vg  :  on 
aura 

.(2')  v,(r-Q,Q,)  =  -V„ 

ce  qui  nous  montre  que  Vj(Q,Q,  —  i)  jouit  encore  des 
luîmes  propriétés  que  V, . 

Tirons Vj  de  (a'),  et  portons  sa  valeur,  ainsi  que  celle 
de  Vj,  dans  l'équation  (3);  elle  deviendra 

(3')  V,Q,  =  V,(Q,Q,-i)Q,^V^. 

c'est-à-dire 

v,[(Q,Q,-.)(,).-g,]  =  v.. 

Nous  continuerons  de  mâme  jusqu'à  la  dernière  équa- 
tion. 

Or  remarquons  que  les  facteurs  successifs  de  V, 
dans  les  diverses  équations  que  nous  obtenons  ainsi  ne 
sont  autres  que  les  numérateurs  des  réduites  successives 
de  la  fraction  continue 


On  le  vérifie  facilement  pour  les  premières  réduites, 
cl  l'on  en  déduit  sans  peine  la  loi  générale. 

3e  dis  que  les  numérateurs  de  ces  réduites  jouissent 
des  marnes  propriétés  que  les  fonctions  de  Sturm. 

i"  Deux  fonctions  consécutives  ne  peuvent  pas  s'an- 
nuler en  même  temps,  car  pour  cela  deux  fonctions  con- 
sécutives de  Sturm  devraient  s'annuler, 

a"  Lorsqu'une  fonction  s'annule,  les  deux  fonctions 
qui  la  comprennent  sont  de  signes  contraires. 

En  elîet,  les  numérateurs  de  trois  réduites  consécu- 
tives de  la  fraction  continue  sont,  comme  on  le  verrait 
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facQement,  liés  par  la  relation 

3°  Considérons  d'abord  la  fraction  continue  comme 
ayant  pour  dernier  quotient  Q„_( .  Si  l'on  désigne  par 
P(ii^<)  le  numérateur  de  la  réduite  correspondante,  on  a 

V,P,„_„  =  V„ 
lorsque  V  =  o. 

Va  est  positif  ou  négatif.  S'il  est  positif,  la  suite 

V,  P(„_„,  ?(„_„,  ...,P„P,,  I, 

Pi  n'étant  autre  que  Q, ,  Pj  que  Qi  Qa  —  i  >  ■  •  •  »  jouit 
des  mêmes  propriétés  que  la  suite  de  Stuvm,  puisque  le 
dernier  terme  est  une  constante  et  queP(„_,,  jouit  des 
mêmes  propriétés  que  V,. 
Si  V„  est  n^atif,  ce  sera  la  suite 

V,   —  Pi,-,i,   -P«-i),    ...,   —  P„  —I 
(ju'il  faudra  conserver. 

Dès  lors,  il  suffira  de  substituer  a:  dans  Q, ,  Qj,  ...  et 
de  former  les  réduites  successives,  ou,  pour  mieux  dire, 
lenrs  numérateurs.  On  pourra  se  dispenser,  d'ailleurs, 
de  substituer  directement  dans  V  la  valeur  de  x.  En 
cHet,  remarquons  que 


v„  ' 

Alors  ^  sera  la  dernière  réduite  de  cette  fraction  con- 
tinue; V  sera  donc,  au  signe  prés,  identiquement  égal 
au  numérateur.  On  déterminera  ce  signe  une  fois  pour 
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toutes,  et  l'on  aura  alors  une   suite  dans  laquelle  les 
substitutions  seront  plus  aisées  que  dans  les  foactious  du 
Sturm. 

Qi,  Q2,  -  •  ■  sont  des  fonctions  dont  les  coefficients  ne 
sont  pas  en  général  entiers,  ceux  de  V  étant  supposés 
entiers;  dans  les  opérations  successives  que  l'on  fait, 
on  rend  les  coefficients  entiers  en  multipliant  par  des 
nombres  convenables  et  toujours  alfectés  du  si^e  +. 

On  devra  alors  modifier  la  fraction  continue. 

Supposons  que  l'on  ait  multiplié  la  première  identité 
V  =  V,Q,— V,  para: 

av=  aV.Q,  ~  av,  ^  v,q;  —  v;. 

Continuons  l'opération  : 

V.^V'.Q,-  V,. 
Supposons  qu'il  faille  multiplier  encore  par  'fi  : 

pv,  — v',<^);  — v;. 

On  a 


?V, 


=q;- 


On  continuerait  ainsi ,  et  l'on  voit  que  l'on  obtient  uue 
fraction  continue  où  toutes  les  fonctions  auront  leurs 
coefficients  entiers  et  dont  les  réduites  jouiront  encore 
des  pippriétés  démontrées  plus  haut. 

Nous  donnons  ci-dessous  un  calcul  des  fonctions  pour 
l'équation 
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SUR  U  CONSTRUCTION!  BK  U  NORMALE  DAMS  UN  CKRTMN 
MODE  DB  GÉNÈRATiOJi  BBS  COVRIES  PLANES;      ' 

Par  m.  Maurice  D'OCAGNE, 

KlAvc  de  rÉcule  Polylechniqjc. 

Cou  si  durons  dans  un  plan  deux  courbes  û:ies{p)  et 
(/>i).  Soient  mp  une  aormale  à  la  courbe  {p),  mp,  une 
normalv  à  la  courbe  [pi],  "i  leur  point  de  rencontre;  si 
nous  posons  mp  =  p,  mp,  =  pi ,  le  lieu  (m)  du  point  m 
sera  déiini  par  une  relation  de  la  forme  F{p,  pi)  =  o. 

Proposons-nous  de  construire  la  normale  en  un  point 
mde  la  courbe  [m). 

Soient  a  et  «i  les  points  où  cette  normale  est  coupée 
par  les  normales  aux  enveloppes  des  droites  mp  et  mp,, 
c'est-à-dire  par  les  perpendiculaires  aux  droites  mp  et 


mp, ,  aux  points  e  el  e,,  centres  de  courbure  des  courbes 
(p)  et  {p,  )  respectivement  relatifs  aux  points  /»  et  p, . 

Pour  un  déplacement  infiniment  petit  du  point  m, 
on  a,  d'après  un  principe  connu  de  Géométrie  cinéma- 
tique ('},  en  appelant  (fO  et  ^61  les  angles  de  contingence 

'')  MixNQEut,  Cour)  de  Géométrie  descriptive,  p.  6o3. 
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respectifs  des  enveloppes  mp  et  mp, , 

rfp  =  es.  fA,     dpi  =:  ei»! .  c 


d'où 


«ia,.cA, 


Mais,  le  déplacement  infînimeot  petit  du  point  m  étant 
représenté  par  (/(m),  on  sait  que(') 


d{m)  = 
d'où  il  résulte  que 


La  relation  (  i  )  devient  donc 

dp  _  en. m 


M 


dp  ^  sintt) 


Or   on  a,   par   difTérentiation    de   l'équation   de  la 
courbe, 

P'^dp-irF'f^dp,^:^0, 

d'oà 

d?i  ~    y;' 

et,  par  comparaison  avec  la  relation  (s), 


De  là  la  rï-gle  suivante  : 

On  porte  respectivement  sur  mp  et  sur  mp,  des  ion- 
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guears  proportionnelles  à  F^  et  Fj^  ;  sur  les  droites  ainsi 
obtenues  on  construit  un  parallélogramme  :  la  diago- 
nale de  ce  parallélogramme  passant  par  le  point  m  est 
la  normale  cherchée. 

I]  y  a  lieu  de  [faire  la  distinctioa  suivante  :  en 
supposant  l'une  des  longueurs  ci-dessus  désignées  con- 
stamment portée  dans  le  sens  de  m  vers  p,  il  faudra  por- 
ter l'auLre  dans  le  sens  de  m  vetspt  ou  en  sens  contraire, 

suivant  que  le  rapport-; sera  négatif  ou  positif,  parce 

que,  dans  un  cas,  les  angles  (i>  et  u,  doivent  être  comptés 
en  sens  inverses,  et,  dans  l'autre,  dans  le  même  sens. 

Comme  cas  particuliers  de  ce,  iliéorème  général,  on  a 
les  théorèmes  de  Joachimsthal,  proposés  par  M.  Frenet 
dans  son  Recueil  d' Exercices  sur  le  Calcul  infinité- 
simal, p.  33. 

II  est  aisé  de  voir  que  la  courbe  dont  l'équation  en 
coordonnées  bipolaires  est  la  même  que  l'équation  de 
la  courbe  (m)  rapportée  aux  courbes  [p)  et  [p,  )  sera 
tangente  à  celle-ci  au  point  m,  si  l' on  prend  pour  pâles 
les  points  p  et  p,  correspondant  à  ce  point  m. 

Faisons  une  application  de  ce  qui  précède.  Supposons 
qu'on  prenne  pour  courbes  Gxes  un  point  et  un  cercle, 
et  pour  équation 

p-Kp,  =  o, 

K  étant  uqe  constante.  La  courbe  ainsi  définie  est  un 
ovale  de  Descartes  (  '  );  comme,  dans  ce  cas,  on  a 

et  par  suite 


I  .\ouvellei  A/tnalct,  j' 
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on  voit  facilemeut  quelle  est  la  coiislruelion  de  la  uor- 
luale  par  ap])1icaiioii  d<t  la  règle  gétiéralu. 

Appelant  p  le  point  Jixe,  pi  un  point  de  la  circonfé- 
rence fixe,  m  le  point  correspondant  de  l'ovale,  on  voit, 
d'apiès  la  remarque  faite  plus  haut,  que  le  cercle  ayant 
pour  diamètre  la  dislance  des  points  conjugués  harmo- 
niques qui  divisent  le  segment  pp,  dans  le  rapport  K 
est  tangent  à  l'onale  considéré  au  point  m. 

Je  terminerai  cette  Note  par  quelques  théorèmes  sur 
la  leniniscate  qui  résullent  des  principes  précédents. 

L'équation  de  cette  courbe  en  coordonnées  bipolaires 

f?,  =  K. 


d'où  l'on  conclut  facilement  que  : 

I^a  normale  en  un  point  d'une  leniniscate  est  symé- 
trique de  la  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  de  la 
courbe  par  rapport  à  la  bissectrice  intérieure  de 
l'angle  formé  par  les  rayons  vecteurs  du  même  point. 

Il  est,  de  plus,  aisé  de  démontrer  que,  dans  le  triangle 
rectauglc,  la  hauteur  et  la  médiane  issues  du  sommet 
de  l'angle  di-oit  sont  symétriques  par  rapport  à  la  bissec- 
trice intérieure  issue  du  mfeme  sommet.  ' 

On  arrive  sans  difficulté,  par  la  combinaison  de  cette 
proposition  avec  le  tliéorèmc  précédent,  au  nouveau 
théorème  que  voici  ; 

Les  points  d'une  lemniscate  où  ta  tangente  est  parai' 
lèle  à  l'axe  des  J'oj  ers  sont  sur  une  circonférence  con- 
centrique à  cette  courbe  et  passant  par  les  foyers. 
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iimm  SUR  LE  cmiu  de  gohpositioii  d'iin  système 

DE  FORCES  «IIBLCOXQISS  DAKS  LE  PLAX; 

Par  m.  Maurice  D'OCAGNE. 


Comme  complément  à  ma  Note  Sur  la  composition 
des  forces  dans  le  plan  ('),  je  ferai  remarquer  que  le 
moyen  le  plus  simple  de  déterminer  le  centre  de  com- 
position est  le  suivant. 

On  construit  un  polygone  funiculaire  quelconque 
ayant  ses  sommets  respeclivc aient  sur  les  diverses  forces 
données.  La  ligne  d'action  de, la  résultautc  du  système 
passe  par  le  point  de  rencontre  des  côtés  extrêmes  de  ce 
polygone  funiculaire  et  est  parallèle  à  la  somme  géomé- 
ti'îquc  des  forces  considérées. 

On  fait  tourner  toutes  les  forces  du  système  du  même 
angle  autour  de  leurs  points  d'application.  On  construit, 
comme  précédemment,  la  nouvelle  ligne  d'action.  Le 
point  de  rencontre  de  ces  deux  lignes  d'action  est  te 
centre  de  composition  cherché. 


VUESTIONS  D'ANALYSE  INDÉTBRHINÉE  PROPOSEES 
PAR  M.  ËUOUARB  LIICAS^ 

(iuIr>'ilrl>,i.XIV,p.:.iGji 

I'ar  h.  MORET-BLANC. 

i.  Si  [x^y,z)  représente  une  solution  en  nombres 
entiers  de  l'ëe/uation  indéterminée 
(0  A,r>+  Bj>+  C5'+  3Dicj=  ^  o, 

Vi  SouveUet  AnnaUi,  V  séiie,  1.  Xl\,  p.  ii5  (mars  1880). 
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on  obtient  une  nouvelle  solution  à  l'aide  des  équations 

X       Y       Z 

1 1 —  —  o, 

AX^'-(-  BY  V* 4-  CZs'  =:  o. 
De  ces  deux  dernières  équations  on  tire 

X  Y  Z  , 


A' étant  un  nombre  quelconque. 

Eji  remplaçant  X,  Y,  Z  par  les  valeurs  déduites  de  ces 
relations  dans  l'équation 

AX'+BY'-(-CZ'+3DXYZ  =  o, 

on  obtient  l'équation 

Aa:'(C='— Br')>  +  R7'{AJ-'— C=')'-(-C='(Bj'— A./-»)' 

qui  doit  être  satisfaite  en  vertu  de  l'équation  (  i  ). 

En  effet,  si  l'on  élimine  D  entre  ces  deux  équations, 
on  obtient  l'identïté 


(A^-i-Bi''  +  C  =  «— BCr'-'^  ACar'^>— A 


A^')]^ 


car  le  dernier  facteur  est  ideutiquemcnt  nul. 

2.  Si  {x,^,2),  (ar,,^,,2|)  désignent deujT  solutions 
distinctes  de  l'équaliort  précédente,  on  obtient  une 
nouvelle  solution  à  l'aide  des  équations 
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De  ces  deux  dernières  équations,  on  tire 
X  

Y 

""  A(^'j!-,y,  — xfj;_v)-t-C(S*y,5,— Jfjj) 

g ^k 

Si  entre  les  équations 

A  j^+ Bj' +  Gj' -t- 3Da^V5  ~  o, 
AX>+BY»4-CZ»+3DXyZ  — o, 
Aa;}  +  B>}  -H Cs}  +  3Da:,^,  =1  =  o, 

ou  élimtue  D,  ou  a  les  deux  équations 

A(j':c,r,r,--xî-r-v-)  +  B(i->j7,.r,-,-rîa^/0 

A(^'XYZ  —  X»:rj;)  +  B(.y'XYZ  -  Y'^yz) 

-t- C  (  s»  X  YZ  —  Z»  jy5  )  =  o. 

Si  l'on  élimine  un  des  coefficients  entre  ces  deux 
dernières  équations,  après  avoir  remplacé  dans  la  der- 
nière X,  Y,  Z  par  les  valeurs  trouvées  plus  haut,  on 
obtient  une  identité;  donc  l'équation 

AX»+BY'-i-CZ»-t-3DXYZ  =  o 

est  ime  conséquence  des  autres. 

3.  L'étjuation  btquadratique  x*  —  Hj'*  =  i  a  pour 
solution  en  nombres  entiers  x  =  3,  jf  =  2,  et  n'en  a 
pas  d'autre. 

Il  est  évident  que  jf  doit  être  pair  et  x  impair. 

Je  rappellerai  d'abord  que  tout  carré  impair  est  égal  à 
huit  fois  un  nombre  triangulaire  plus  i .  Dans  ce  qui  suit, 
la  lettre  t  désignera  toujours  un  nombre  triangulaire. 
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Gila  posé,  l'équation  peut  s'écrire 

(^*  +  i)(x'-.i)^5j'*. 

Les  deux  facteurs  x'-^  i  et  x* — i  ayant  pour  plus 
grand  commun  diviseur  a,  et  x^-+-'t  étant  de  la  forme 
8m +  2,  il  faut  que  le  premier  soit  le  décuple  ou  le 
double  d'un  carré  impair,  et  le  second  le  double  ou  le 
décuple  d'un  carré  pair. 

i"  Soient 

x»  +  i  — iok'  — io(8ï  +  i)  =  8o(  +  io, 

a;'— i  =  ai'*  =  2.4''(8('-t-i)  =  4".f6('+a.ji", 


La  comparaison  de  ces  valeurs  montre  que  l'on  doit 
avoir  n  =  i,  d'où 

x*—i  est  un  multiple  de  8  par  un  nombre  impair; 
les  deux  facteurs  x-\-i  et  x  —  i  seront  doue  l'un  le 
double,  l'autre  le  quadruple  d'un  carré  impair.  Soient 

d'où 

^  — 3ar-+-3  =  i6("4-3. 

Il  fant  qu'on  ait  11"=^  l",  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu, 
comme  je  l'ai  démontré  (question  1180),  qu'en  faisant 
1*=  o,  1'"=  o,  d'où  j:  =  3,  7  =  2,  solution  admissible 
avec  (  =  0, 1'=  o;  ou  bien  f^Z,  1'"-=  6, d'où  x  =  99, 
ce  qui  donne  pour  l'  une  valeur  fractionnaire  :  cette 
solution  est  donc  inadmissible. 
Si  l'on  posait 

a:  + 1  =  a(8i,  H- 1}  ^  i6i,  4- a, 
a:  —  I  :^  4  (  8  f ,  + 1  )  =:  3a  il  +  4. 
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il  «Il  résulterait 

x  =  i6(,4-i  — 3aï,-i- 5. 
valetirs  incompatibles, 
a"  Posons  maintenant 

•T»  + 1  =  a (8(  + 1  )  =  i6( -f- 2, 
3^— i=:io.4'(8''  +  ')- 
De  la  première  équation,  on  tire 

x'  =  i6c  +  \  —  St'+i, 

ce  qui  exige  que  ("=  9.t,  et,  par  suite,  *  :=  o,  i*=  o, 
x^t,^  =  o,solutionadmissibleîoubienf  =  3,  f"=6, 
ce  qui  donne  x^  ^  49)  valeur  qui  ne  satisfait  pas  à  la 
seconde  équation. 

Les  seules  solutions  en  nombres  entiers  positifs  sont 
donc 

a;=^i,     v=^o    et    x^=d,    y  =  2. 

i.  La   différence  de  deux   cubes  consécutifs  n'est 
jamais  égale  à  un  bicarré. 

De  l'équation 
on  tire 


3±v/3(4=>-i) 
x_  - 

II  faudrait  donc  que  4  ^*  —  i  fût  le  triple  d'un  carré, 
et  l'on  aurait,  en  remarquant  que  z'  est  de  la  forme 
Sm  +  i, 

2s*-(-i  =  3M»=3(8ï  +  i);^a4(H-3, 

25'— l^t-'^Sr-t-I, 

d'où 

S'  =  l1it  +  l=z^t'-i-l  =  Sl'  +  l, 

ce  qui  exige  que  l'on  ait 
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ï*^  6,  ï"^  3  donnerait  ï  =  2,  inadmissible,  puisque  a 
n'est  pas  un  nombre  triangulaire. 

Donc  la  différence  des  cubes  de  deuxnombres  entiers 
consécuti/s  n'est  jamais  un  bicarré,  à  moins  que  l'un 
d 'eux  ne  soit  o . 

5.  Trouver  toutes  les  solutions  en  nombres  entiers 
des  deux  progressions  arit/imétiques 


On  a  pour  la  première 

-.  i67*.  2  X  9;».  3  X  57'.  4  X  i3', 
de  raison  907 1 ,  et  poiu-  la  seconde 

:6o7'.3x3o3'.5xi9i'.7  xii3=, 
déraison  gSoaa. 

n  suflit  de  cherclier  les  solutions  en  nombres  pre- 
miers entre  eux,  car  si  l'ou  multiplie  x,  y,  z,  u  par  an 
même  nombre  m,  la  raison  sera  multipliée  par  m*. 

On  rcconnait  immédiatement  que  les  quatre  carrés 
doivent  être  à  la  fois  pairs  ou  impairs,  pour  que  la  raison 
soit  de  même  forme  relativement  au  diviseur  8,  et, 
comme  on  veut  des  nombres  premiers  entre  eux,  ils  doi- 
vent être  impairs. 

1"  On  doit  avoir 

et,  comme  x  et  ^  doivent  être  premiers  entre  eux,  ebaque 
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fsctpur  doit  tilre  un  carré.  Soit  donr 

.r  ^-  z\,^^  =  {p  ^  q\/'^^y, 
d'où 

j-  —  -  V—  ^  —  (/■•  —  '/  V  — ^)'' 
ut 

,r'  +  3;*3;(/>*+  37')'. 
On  en  tire 

x  —  p^—i^j^, 
-  =  a/)y, 

Comme  les  nombres  a:,y,  z  doivent  être  impairs,  on 
peut  poser 

a  ou 

„,>_3„i  m'  +  3/(' 


On  peut  encore  poser 
l'où 


maïs,  comme  le  signe  de  x  est  arbitraire,  les  nouvelles 
formules  rentrent  dans  les  premières. 
On  a  ensuite 


4«»^6=' 


Him^n^- 


II  faut  donc  que  84m^n^ —  2 m* —  iS/i'  soit  un  carré 
parfait,  ou,  en  posant  —  =  f ,  84  v'  —  a  f  '  —  18  doit  ôtrc 
un  carré  rationnel. 
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Soient  h  une  solution,  fî^  le  résultat  de  sa  substitution 
dans  le  trînAmc;  posons  v^h-hr  : 

84,,i_a,,t_i8~  A-'  +  {i68A  — 8A»)r 

-t-(84  — 7A*)/-»— 8A?-»— a;'— /'. 

Or  l'équation  84 f' — a*"*  — 18  =  /*  est  satisfaite  par 
(f=  I,  ï  =  8, d'où  m  =  I,  n=  I,  J^=j-  =  s  =  i(  =  I. 
Faisons  A  ^  i ,  X'  =:  8,  et  posons 

64  -I- i6or  +  75/-'  —  8/-»—  a ;' 
=  (8-t-a;--f-ii' 
::^64 +  i6rt/- -H  (fl>+ i6A);'-^  2/ïôr'  +  i'/'. 

Identifiant  les  premiers  termes,  on  a 

„=,„,  i,=-i. 


Faisons  maintenant  A  =  -^  >  d'où  fc  =  —  >  et  posons 
'ioi\'      a6i4'i         3576  iTia 


i  4-  or  +  ftr'  j 


9 


Hf)' 


En  identifiant  les  premiers  termes,  on  a 
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IHIÎS 

___  -^"T-r^'X  i3'xili 
919.368397 

19       IÎ07-81  xi3'xi6 ^99o4^fio.Î7 

'■-"3"  9193682»        ^9^3685^' 

m  =^  4990426057,     n  :=  919  368  ^197, 
j-^=ii  [843(9016899263311, 
_r  ;^  686001660674^651  969, 
5  ^^  4  388  039  5o5  328  5 1 4  9-^9. 
«—  a8364i425593833i  991   [«  7-g/— +(ir+i;M  1. 

Partant  de  ces  valeurs,  on  en  trouvera  d'autres  par  la 
même  méthode,  et  ainsi  de  suite;  mais  les  nombres 
croissent  rapidement  et  les  calculs  deviennent  trt^s 
longs. 

2"  Considérons  la  progression  ix'.'îj'.Sz'.yu^. 

On  a 


qu  on  peut  écrire 

(6/-5=)'-3o(v-5)'-^^' 
ou 

Les  deux  fauteurs  devant  être  premiers  entre  eu: 
par  conséquent  carrés,  posons 

6  V  —  5-  +  { >-  ~  3)  v/'3o  —  (/<  H-  7  v'3Ô)', 
d'où 

6.V—  5;  —  (/  —  -)  v''3o  —  {p  —  17  v^)' 
et 

Ann.dt'IlHthimai..  'i*««rii>,  t.  XX.(HaMK8l.)  '4 
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-Dfi  la  preiniorr  c'qualïon  l'on  tire 

d'où 

I  a- =:/)*— 3o7', 

f     3— />'-+-  307'— 12/?-/. 

il  n'est  pas  i.éwîssaire  que  /»  et  y  soient  entiers  pour 
que  :r,  r  »-l  =  le  soient.  On  peut  poser 


d'où 


(3) 


v-'V^ 


i.v3,    ,  =  »y3. 


Joii 

('— 6«' 

(.'.) 

,>+6n' 

'—  lO» 

i'-t-6n 

'-"" 

On 

pourrait 

poser  eucoi-e 

)>- 

-mvTS, 

«^' 

A/S^ 
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(  '■>  ) 

mais  les  nouvelles  formules  rentrent  dans  los  premières, 
les  signes  Ae  x^j-y  s  étant  arbitraires. 

il  faut  mainlcnant  faire  entier  yu'  dans  la  [ir-ogrcs- 
sion.  On  a,  en  employant  les  formules  (  i  ), 

■=.  7/»'—  i8op*q  +  \5(k)p*tf^  —  S-îoo/jy'  +  G.Iooj/', 
ou,  eu  divisant  par  71/'  et  posant  ^  =  r, 


180           i56o           '>'ino 

((■'+ ar+ 3o)*--c''+ a  ac'-H  (a'-f- 6o>  !■' -^  60a 

i'  +  9oo, 

i-  =  o,  en  faisant  a  =  —  ^,  d'où 

solution  évidente  n  priori. 
Posons  encore 


7  7  7 

=  ((•* -(- ac  +  è)':^  f' +  3 ««'» -+- (rt' -i- 2  6)  i-' -H  2 rtfcf  +  A». 


d'où,  en  identifiant  les  premiers  termes, 


r  — 606,     =^38-j.     Il 


ou.  en  divisant  par  t, 
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Eu  posant 

l8rt    ,        l."ifi(>    ,        ")')00  ,      ,        ,  ,    ,, 

,.i_  —  ip'-( ,-> __(-+  500;=;  {Qi"-^-  ftc  -h  3o)' 

vl  identïnant  los  derniers  termes,  on  trouve 

/j=io5,     7  =  8, 
<l'où 

,r  !^9io5,    ,>'=;  4^*4 Ji     -5  =^  2865,     11  ^=  tôgâ, 

ou,  en  divisant  par  i5, 

j-:^6o7,     1— 3o3,    ^^nxigr,     «t=ii3. 

Les  autres  formes  donnent  de  mËme  des  équimultîpics 
(les  nombres  607,  3o3,  191,  ii3. 

Mais,  au  moyen  de  cette  solution,  en  opérant  comme 
dans  la  progression  précédente,  on  en  trouvera  une 
deuxième,  celle-ci  en  fera  trouver  une  troisième,  et  ainsi 
de  suite  indéfiniment. 

(i.  7'rouver  toutes  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles 
la  somme  des  cinijuièmes  puissances  des  x  premiers 
nombres  est  un  carré  parfait . 

En  appelant  Sj  cette  somme,  on  a 


=F^]'p^^]- 


Pour  que  S3  soit  un  carré  parfait,  i]  faut  et  il  suflît 
{c(.r  -h  0'  — 3        , 
que -, soit  un  carré  parfait,  ce  qui  exï^ 

d'abord  que  -xx  +  1  soit  un  multiple  de  3. 
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=  3»;  il  faut  qu'il 


é<]uatioii  qu'on  peut  ét:Fire 

(3«-3f)•-6{^•-«)'  =  l■ 
Les  solutions  de  cette  équation  sont  données  par  les 
réduites  de  rang  impair  dans  le  développement  de  ^(i 
en  fraction  continue;  ce  sont 

u  —  av^  I,  5,  49i  485,  48oi,  47333,  47o449.  4656965,  ... 
f — u  ;^o,  a,  20,  198,  i960,  19043,  192060,  1901 198,  ... 
d'où 
—  I,  9,  89,  881,  8731,  863a9,  854569,  8459361,  . . . 
=^  I,  II,  109,  1079,  10681,  105371,  1046639,  loSôoSûg,  ... 
==^  I,  tS,  i33,  i33i,  i3o8i,  129493,  ia8i853,  12689041,   ■■■ 

Si  l'on  appelle  x„  le  terme  général  de  celle  dernière 
suite,  on  a 

^n=  lO'S^n-l' —  ^11-1+  4i 
Nou.  —  Reste  â  résoudre  le  n»  7. 


SLI  ON  PIOCiDi  PIBTICIJLIBR  DB  DIVISION  RiPIN-, 

P.IR  M.  C.  HENRY. 


Si  l'on  divise  l'unité  part)  etparunesuitede  nombres 
se  terminant  par  g,  on  aperçoit  entre  les  diÛerentes 
fractions  décimales  consécutives  une  suite  de  relations 
dont  la  loi  est  évidente  et  d'où  il  ressort  un  procédé 
de  division  rapide. 
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{  ^i4) 

-_0,I1III.... 

-  —0,034482758e..., 

-  1=  o,o3Ô64i03^6-  -  ■  t 

-  ^^0,011111. . . , 

■} 

-  =^0,000173. . . , 

-  ^^  «.ooS^oS. . . , 

-  ^^o,oo5o55i3r)6i!8i/|(>-. . .. 

-  =  o, 00477-  ■  -1 


Daus  le  cas  de  -<  chaque  nombre  dét-îmal  exprime 
le  -  du  nombre  marqué  par  le  ohillre  antérieur-,  dans 
le  cas  de  —  'le  -  du  nombre  marqué  par  îe  chiffre  an- 
térieur; dans  le  cas  de  — >  le  ^  du  nombre  marqué  par 
le  ehidVe  antérieur:  dans  le  cas  de  s-i  le  -jt  etc.:  dans 
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(  ■"->  ) 

le  cas  de  — >  I«  —  du  chifTre  aiilôriuiii' ;  dans  le  cas  de 
99  'o 

1  le  — :  dans  le  cas  de j  le  — ;  etc.;  dans  le  cas 

109         11'  iiy         li' 

de  — 1  le  — ;  dans  le  cas  de  - — >   le  — ;  etc.;  dans  le 
199         ao  2oy  fil  ' 

cas  de j  le du  chiffre  précédent;  etc.,  etc. 

999        100  ' 

Lorsque  la  fraction  exprimant  le  rapport  des  deux 
nombres  décimaux  consécutifs  du  quotient  a  pour  dé- 
nominateur   un  multiple   de    10,  comme   dans  le    cas 

de  la  fraction  — >    daus  le  cas  de  — -  la  l'ractiou 

199  -jo  299 

=-1  dans  le  cas  de la  fraclîou  - — >  il   sufiit  évi- 

3o  1999  300 

demment  de  diviser  par  -1  ^,   ...  des  tranches  de  2, 

3,  . . .  chiffres. 

Lorsque  le  dividende  est  plus  grand  que  le  diviseur, 
il  est  clair  qu'il  faut  calculer  d'abord  la  partie  entière 
du  quotieut  cl  le  premier  cliiifru  décimal,  puis  ap|)liquer 
à  ce  premier  nombre  la  fraction  convenable. 

Pour  la  raison  de  ce  procédé,  nous  renverrons  à  u» 
Mémoire  de  Caucby  intitulé  Sur  tes  moyens  de  vérifier 
ou  de  simplijier  les  diverses  opérations  de  V Arilhmé- 
titjue  décimale  [Comptes  i-endus  des  séances  de  l'jéca- 
démiedes  Sciences,  t.  XI,  p.  8j3;  i84i).I)ans  ce  travail, 
•  i^auchy  fonde  une  réi^le  de  transformation  rapide  des 
fractions  ordinaires  en  périodiques  sur  la  remarque  sui- 
vante :  On  double  à  1res  peu  près  le  nombre  des  chiffres 
décimaux  que  renferme  une  valeur  très  approchée  du 
tfuolient  fourni  par  une  division  ai-ithmélii/ue,  quand, 
pour  augmenter  le  degré  d'approximation,  l'on  ajoute 
à  cette  valeur  approchée  le  premier  terme  de  la  pro- 
gression arithmétiifue  qui  représente  le  quotient  déve- 
loppé suiwint  les  puissances  ascendantes  du  reste. 
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(  ^'G) 

CONDinOIH  B'ÉQlilLIBBK  BIKE  HASSB  FLVIBK  niMOGÈNil, 
AYANT  LA  FOniE  B  IIK  ELLIPSOIBE  A  TBBIS  AXES  INÉtiAUI 
ET  ANMEE  D'UN  MBIiVEMEIHT  UN1F«RXE  BE  ROTATION 
AUTOUR  DE  LIN  BE  CES  AXES; 

Pi»  M.  A.  PICART. 


Jacobi  a  reconnu  le  premier  qu'une  masse  llnidu 
homogène,  douée  d'un  mouvement  iiiûronne  de  rota- 
tion autour  d'un  axe  lîxe  et  dont  lus  molécules  s'ai- 
lirent  l'une  l'autre  en  raison  inverse  du  carré  des 
distances,  peut  se  maintenir  d'elle-mùnie  en  é<]uilibru 
sous  la  forme  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  11 
suflit  que  les  trois  dcmi-axtts  A,  B,  C  et  la  vitesse  angu- 
laire constante  <<>,  avec  laquelle  le  lluîde  tourne  autour 
de  l'axe  A,  satisfassent  aux  deux  équations  de  condi- 
tion 

dans  lesquelles  p  représente  la  densité  du  fluide  et  D 
l'expression 


M.  Liouvlllc  a  démontré  ces  formules ,  dans  le 
XXill' Ca\iier  da  Journal  de  f  École  Polj  technique,  par 
une  méthode  analogue  à  celle  qu'a^'aît  suivie  Laplacc 
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pour  reconnaître  que  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion convient  à  l'équilibre  d'une  masse  tluide  liomogènc. 

J(!  suis  arrivé  au  mènie  résultat  par  une  voifi  pcut- 
Otre  plus  élémentaire  et  qui  a  l'avantage  de  mettre  en 
évidence,  sou»  une  furme  très  nette,  la  loi  suivant 
laquelle  varie  la  pesanteur  sur  la  surface. 

Les  composantes  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homo- 
gène  à  trois  axes  inégaux  sur  un  point  de  sa  surface 


'{; 


u^dit 


Ti\— 4'^?.>' 


(.+». 

a'du 

!»"')■ 

(l+ll. 

u'du 

■IXU')* 

5.  et  y.  repi-ésentant  les  quantités  t-j 
On  peut  écrire 

X  =  M:r,    Y^Nj,    Y 
en  posant 


M  =  4tp-vî   /    ï r» 

•^*  (n 


,»)'(!  +  ;.«>)' 


(1+  (!«»)* 

Exprimons  la  condition  pour  que  l'attraction  soit  la 
résultante  de  deux  forces  dirigées,  l'une,  G,  suivant  la 
normale  à  la  surface,  l'autre,  H,  suivant  la  perpendiou- 
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Uîrc-  abaisséu  sur  l'axt  A  : 


'^Va-'-^b'  +  S 

(3)       l'j  =  G ,  /     ^ 


(>') 

M^^ 

('') 

^=^^ 

(ï) 

"  =  ?* 

/'  étant  la  dislance  du  point  attiré  à  l'axe  A,  t-t  p  la 
distanciï  du  centre  de  la  surface  au  plan  tangiiiil  n\  ce 
point;  d'où 

auquel  cas 

La  composante  normale  est  en  raison  inverse  de  la 
distance  du  centre  au  plan  tangent. 

La  composante  perpendiculaire  à  l'ase  est  propor- 
tionnelle à  la  distance  du  point  à  l'axe. 

Il  résulte   de  U  que  si   une  masse  fluide   liomogènc 
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de  fui-ine  dlîpsoïdalv  dont  les  axi'9  saiisiuiit  A  la  rela- 
tion  {a}   tourne  autour  de  l'axe  A   avec  une  vitesse 

angulaii-c  w  =  i  /  N  ~  -ér'  «^l^*^  se  maiutient  d'elle- 
mtiiiie  en  équilibre,  puisque  la  composante  H  est  détruite 
par  la  force  centrifuge,  et  qu'il  ne  reste  que  la  compo- 
sante G,  normale  à  la  surface. 

La  formule  {b)  evprîme  la  loi  suivant  laquelle  varie 
la  pesanteur  sur  la  surface  de  eut  ellipsoïde  : 

La  pesanteur  en  c/»ai/ue  point  de  la  sur/ace  est  en 
raison  inverse  de  la  distance  du  centre  au.  plan  tangent 
en  ce  point. 

L'équation  de  condition  (n)  se  transforme  aisément 
dans  la  formule  suivante 


(, +  Xu')ï(n-|^H')' 


Ku  remplarant  Â  et  ^  par  leurs  valeurs  et  eu  posant 
— ^- — ^ ^  a,    ou   obtient  tiiialument  l'équation  de 


Jacobî,  sa\o. 


/ 


La  vitesse  angulaire  de  rotation  u  est  donnée  par  la 
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formule 

Si  l'on  applique  au  second  membre  une  transformation 
analogue  à  celle  qu'on  a  fait  suLîr  à  l'équation  (a),  on 
obtient 

Ce  n'est  point  In  la  formule  donnée  par  Jacobi.  Ou  y 
arrive  aisément  en  éliminant  M  de  la  formule  (r/),  au 
moyen  de  la  relatîou  (a). 

On  a  ainsi 


et,  en  transformant  le  second  membre  comme  précé- 
demment, on  obtient 


-23.  r 

B.C.J 


(-iJX'-r.)vVl5R0Ô^) 


Ri&OLiiTION  DS  L'iQUATION  Dll  TROISI&VK  BBQlfi; 

Par  m.  le  D'  Aigiste  SCHOI.TZ, 
A  Budapesl. 


Déterminons  les  valeurs  de  la  deuxième  polaire  (éma- 
nant) de  la  forme  cubique 
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pour  le  pôlej  i,jî  «l  pour  les  valisursclii  rapport  j-,  ;xj, 
pour  lesquels  ta  formeysf^  réduit  à  zéi-o. 

Le  rovariant  qaadratîquo  H  (  hessien)  et  le  covariaiit 
cubique  Q  (jacobïen  de  la  forme  y  et  du  hessien  H)  dt> 
la  foruiey'sont 

ll^(a,a,— aJ)a-'-t-(fl,a,— «,«,). T,j-,-t-((7i  (7,—  (tJ).*-;, 
<^  =  r,j-;-h3<;,a;;a^,  +  3c,Jijr»  +  c,,r;. 

c„  =  aja, —  3njrt|(7,  4-  2aî, 

c,  —  —  (a,a,(T,  —  a«î(T,-t-ai«î). 
Ci— —  (ao^î—  3a,a,a,4-  anj), 

L«  discriminant  de  la  formeyost 

4  — (a^a,  — «,«,)■— 4(  «,(!,— <iî)(a,n,— (7*). 

Kn  désignaot  les  racines  négatives  de  l'équation 

II  =o 
par  /'o  et  r,,  ainsi  que 


a  les  relations  suivantes  : 

Cj  +  (7,  y'A  —  c„  -I-  n,  \fï, 
( c„  +  a,  v^)  r,  ^  c,  +  a,  \/I, 
(<:,-H«,V^)rî:=c,-4-rt,v'ï. 
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fd  —  Ob<iJu         rrtCg  — £ï„\^, 

(ro-a,v^)r,=  c,-rt,v1, 

(c„  —  a.  \fl)rl—  c,  —  a,  y'^- 
[c^—  at\^)r\  —  Ci  —  ai\J'i. 

Multiplions  les  deux  membres  des  équations  préct-- 
d^intes  successivement  para-J,  3  j:Jx,,  3x,  rj,  xj  et  fai- 
sons les  sommes;  nous  obtiendi-ons 

jVous  voyons  ainsi  que 

sont  deseubes  complets  d'expressions  linéaires,  résultat 
(|ui  est  déjà  connu.  Notre  dévelop|><;nii!nt  nous  four- 
nissait aussi  les  expressions  liiiéain.^9.  Des  équations  (i  ) 
ou  lire 

1  21         /v'ï  t::.  ^>{,r,  -i-  i\.Ttf  -  ixli.r,  ■+■  r„x,)V 

où 

el  oii  l'on  preud  pour  toutes  les  deux  racines  cubiquc.t 
les  valeurs  réelles. 

On  obtient  les  valeurs  du  rapport  x,  ;  Xj,  |>our  les- 
quelles la  fonney  se  réduit  À  zéro  eu  vertu  de  l'équa- 
tion (a)  (en  supposant  que  le  discriminant  A  est  dîllë- 
rerit  de  zéro),  de  la  relation  suivautu 

(4)  l*i(-ï-i  +  '-i.r,>--  «•'ii,(.ri  ^/■,.I■,), 
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où  £  =  w  { —  1  +  V  —  3  )  et  où  l'on  met  i>our  v  surcessî- 
vemeDt  Ic>s  valeurs  0,1,  2. 

I>e  l'écjualion  (2)0»  lire,  pour  la  deuxième  polaire  de 
la  forme  y,  c'esl-â-dire  pour 

1*  —  («.JÎ  -!-  aai.y,/» -t-  (i,y\)T, 
-t-  {"iJÎ  +  ani  r,  V,  -!-  a,y\)jrt, 
la  valeur 

Pv/Ï  —  i*î(  V|  -t-  '-lvOV-î-,  +  /-.x,) 

ou 

I  :*i(-r,-i-r,x,)    [*;(.)■,  -h/-i,r,)*  r 

et  puisque,  selon  l'équalion  (2), 

i   H,(j;,  +  r,;r,)^s''|i„(a-,-l-/-o^,), 


on  peut  aussi  écrire 


(6)     Pv4- 
Parce  que 


et  _ 

ou  obtient  encore  les  équations  suivantes 

I  t*.(/.  +  '-.7.)      l^t^.  +  '-o^.)  U„(.^,v,-.r,r.)v'^- 


:|z..l:,  Google 


(  »•'<  ) 

En  multi[>liaiil  les  deux  ineinlims  de  la  premit're  «(|ua- 
tion  par  e''[Ji,(j-(-t- (-(jj)  et  les  deux  memlircs  du  la 
seconde  par  E^fjt,)()  ,  4-  '"oj'a),  et  faisant  la  ditlereiicc, 
on  peut  obtenir  la  dîll'érence  suus  U  l'orme 

I   .»v^,(^,  +  r,^.)  f.î(V,  +  '-,V.)'   I 

1       i    »^[ii(^i-t-'-iJ'i)      l*.l*i(.vi  +  '"»*',)(7t  +  r,.ri)  I 

Le  premier  détenniiiaiit  du  côté  gauelie  est,  selon  l'é- 
quation (6),  identique  à  P\JS.  Le  second  déterminant 
s  évanouit,  puisque,  en  vertu  de  1  équation  (  5),  les  élé- 
ments de  ia  première  colonne  sont  aussi  égaux.  Scion  les 
équations  (i)  et  (3),  on  a  encore 


HLy,  +  r,y,)  =  \\Q-+ir\'^. 


(S,(r.  + /-a  V,  )  ^  V  K>'- i/V'i - 
si  Q*  ety  signifient  les  formes  Q  et/",  en  y  r 
les  aliments  Xi,  x^parj^nj'î)  c'est-à-dire  s 

Q'='-WÎ  +  3c,^îj-,+  3c,,vo-;-i-  c,.> 
Ainsi  )'équalion'{7)  revient  à 
(«»  vf  +  an,  v,_ri  +  ai,rîlï'i  +  C«i  vÎ4-a«iri  V, 


^(^,r.--r..r.}(='V'iQ'+iA'^+'^VlQ'-i/;v/ï). 

En  y  substituant  des  valeurs  spéciales  convenablement 
clioisies  du  pôle  ^1,^3,  on  obtient,  de  cette  équation, 
les  formes  connues  pour  la  résolution  du  l'équation  du 
troisième  degré 
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RÉSOLUTION  DK  L'ÉQUiTION  DU  QUiTHliHE  DEGRÉ; 

Par  m.  F.  BRIOT, 
CapîlaÎDG  d'infanlerie  de  marine,  i  Cherbourg. 


Étant  donaëe  l'équalion  gÂnérale  du  quatrième  degré, 
on  peut  toujours,  par  une  transformation  facile  à  ellëc- 
tuer,  la  ramener  à  la  forme 


et  faire  dépendre  la  variable  de  trois  inconnues  auxi- 
liaires Vjj')  2,  en  posant 

a:=ti-{-y-hs, 
ce  qui  donne 

(ç^y  +  zy 

+  A(ç  +  y-i-zy-hB{v^y  +  z)  +  C^Q 

et  successivement 

(  f '  +  7*  +  3'  -V-  2  f/  +  a  t'=  +  3,v-  )' 
-\-  A.  (v^  +  y*  +  z*  -h  ^vy  +  21's  +  avs)* 

(t^+y'  +  s^y  +  ^(v*+y*-i-=^)[i'y-^vs-hXs) 

-+■  A(.'»  +  j'-H  -')-t-  aA(.'.r-t-  i's-hyz) 

+  B(,.+^  +  3)4-C  — o, 
(^.  +  V.  +  s.)» 

+  [3(c»+7*H- a')  +  A](3f,)'+ at-s  +  a,)'.!) 

-h^{t^y*-h  v*z*  +  y*z*)-i-C=o. 

En  établissant,  ce  qui  est  toujours  possible,  entre 
Vyj-  et  =  les  relatious  suivantes 

,        ,      -.  — _^  __^ 

,im.  dtlUarliimnt.,  i'*ér\*.l.  XX.  (Mat  iHgi.]  l5 
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(  «0  1 
t'L  fil  rt:inart]uaiil  quo  les  deuxième  et  quatriùini 
(le  la  llernière  égalité  disparaissent,  on  obtient 


Dès  lofs,  f-,  ^^  Cl  z^  sont  les  racines  de  l'étjuation 
cub)()uc 


1         \ih      4/         64 


Par  conséquent ,  *■,  j',  z  peuvent  être  détermines,  <;t, 
en  combinant  couveuablemeut  leurs  six  valeurs,  ou 
obtient  huit  quantités  égales  deux  à  deux  et  do  signes 
contraires;  maïs  l'équation  proposée,  conlcnant  une 
puissance  impaire  de  l'inconnue,  ne  peut  admcttco  pour 
racines  que  quatre  d'entre  elles  ayant  des  valeurs  abso- 
lues dill'ércntcs. 

L'existence  de  ces  buit  quantités  s'explique  facile- 
ment en  considérant  que  le  ebaogement  de  signe  du 
coelGcient  B  entraine  nécessairement  celui  des  quatre 
racines  considérées,  sans  modifier  celles  qui  servent  à 
les  déterminer. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  l'équatiou  (i)  admettra 
quatre  racines  réelles,  ou  deux  racines  réelles  et  deux 
imaginaires,  ou  bien  quatre  racines  imaginaires,  lorsque 
l'équation  (z)aura  trois  racines  positives  ou  deux  racines 
imaginaires  et  une  positive,  ou  bien  des  groupes  de 
racines  dîllérents  des  précédents. 

Lorsque  B  =  o,  les  valeurs  de  x  sont  données  par  la 
formule 
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elles  le  sont  paiement  par  la  suivante 


et  l'identité  de  ces  deux  expressions  se  vérifie  facilement 
«n  les  élevant  au  carré. 


SI»  U  RfiSALUTIOS  D'UN  SYST&MB  PARTICULIER  M  DEUX 
ÉIUATIOKS  SIMULTANÉES  DU  DSGRÉ  m  k  BEUX INCONNURS  ; 

I'ah  m.  ESGARY. 


Le  système  des  deux  équations  simultanées  du  degré  m, 

K  résout  d'une  manière  très  élégante  en  introduisant, 
comme  l'a  fait  M.  Lannes  dans  la  question  du  Concours 
général  de  tByg  (  '  ),  les  angles  du  triangle  construit  avec 
les  coefficients  a,  b,  c  comme  côtés,  en  supposant  cette 
wnstructioD  possible.  En  eiret,  en  rendant  ces  équations 
homogènes,  elles  s'écrivent 

(■*)  ■    ^  +  A  -   1 

Si  l'on  pose  i  ^  ot,  —  =  p,  —  =  y,  et  qu'on  multi- 
plie les  éqtiations  (  a]  membre  à  membre,  on  a,  en  ren- 
flant le  l'ésuliat  entier, 

aèY""  +  (a*-t-  ft* —  c»)f'"-t-  a6^=o, 
('}  Nouvelles  ÂnnaUt,  i*  série,  t.  XIX,  p.  àoH. 
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d'où  l'on  lirt^ 

c'  —  rt' — h*±:\/â^-hb^-t-c*  —  3b*c* — ac*a*— aa*i' 

'   = ÏHS 

Or,  si  l'on  désigne  par  S  la  surface  du  triangle  doni 
les  c6tés  sont  a,  b,  c,  on  voit  que  le  radical  a  pour  va- 
leur 4^  V —  ''  En  observant  encore  que  l'on  a 
c*:i=o'  +  ô'  —  aab  cosC, 
aS  — a&sinC, 
on  a  en&n 

Y"  —  —  cosC  ±  \/^  sinC, 
d'où 

C-i-(aK-i-i)Tt        ; —   .    C  +  (2K+ilir 
Y  :=  cos q:  V'—  I  sin > 

où  l'on  doit  attribuer  à  K  les  valeurs  o,i,a,...,fn  —  i. 
On  trouve  de  la  même  manière 

«  =1  cos ±  V —  1  ain . 


Si  maintenant  l'on  fait,  dans  les  équations  (3),  2  =  i, 
on  retombe  dans  les  équations  (i),  et  des  valeurs  précé- 
dentes de  K  et  de  p  on  tire  celles  de  x  et  de^,  savoir 

B-t-qKTT         , .    B  +  aKit 

X  ^=  cos ^  \J—  1  sin . 


yr^coi ±v— I  sin • 

Ce  sont  les  a  m  systèmes  de  solutions  des  équations  pro- 
posées (i). 

Il  nous  a  paru  intéressant  de  présenter  ici  cette  réso- 
lution du  système  des  équations  (i),  à  cause  de  l'analogin 
que  l'on  observe,  grâce  à  la  représentation  géométrique 
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de  M.  Lannes,  entre  ses  solutions  et  celles  des  équations 
trinÔDies,  dans  le  cas  des  racines  imaginaires,  car  on  sait 
que  ces  dernières  racines  conduisent  alors,  en  les  inter- 
prétant géométriquement,  à  l'élégant  ihéorème  de  Cotes . 


SOLUTION  B  UNE  Q11BSTI0II  Bl  LICEKGB 

1878); 


Par  m.  ÉVESQUE, 
ËtèTe  de  la  Faculté  des  ScicDceg  de  MoDlpetliei 


Une  surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z  est 
définie  par  l'équation  z^f{r)  :  trouver  l'équation 
différentielle  en  coordonnées  polaires  des  projections 
sur  le  plan  des  ay  des  courbes  tracées  sur  cette  surface 
et  qui  jouissent  de  la  propriété  que  le  plan  osculateur 
en  cltaque  point  de  l'une  d'elles  comprenne  la  normale 
à  la  surface  en  ce  point. 

11  résulte  de  l'énoncé  même  du  problème  que  le  plan 
osculateur  en  un  point  quelconque  del'une  des  courbes  en 
question  doit  être  normal  à  la  surface,  ce  qui  est  la  pro- 
priété caractéristique  des  lignes  géodésiqucs  ;  la  ooriiiale  à 
la  surface  aura  donc  la  même  direction  que  la  normale 
principale;  or  celle-ci  fait  avec  les  axes  des  angles  dont 

les  cosinus  sont  proportionnels  à  d-j-t   ^ -j:'   ^ -^\ 
d'un  autre  côté,  la  normale  à  la  surface  fait  avec  tes 
axes  des  angles  dont  tes  cosinus  sont  proportionnels  à 
rfF    dF    rfF 
rfj-'  rf/'  'dz 
Or,  l'équalion  do  la  surface  projiosée  étant,  en  coor- 
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(,3o) 


données  rectangulaires, 


on  voit  que  ]cs  cosinus  des  angles  cjue  la  normale  à  cette 
surface  fait  avec  les  axes  sont  proportionnels  à 


Ces  deux  normales  devant  se  confondre,  on  devra 
avoir 


équation  qui  va  nous  donner  l'équation  diirérentîellc  des 
cour-bes  proposées.  Elle  donne,  en  effet, 


•''^- 

"-s  — 

c, 

Or 

yd^- 

j:dy=- 

Cds. 

xdy-^ 

-ydjr—r 

•rf6; 

on  a 

donci 

'équation 

w 

r- 

'M  =  Cdi. 

Mais 

ds^=Ldx'  ■+-  dy  ■+-  ds*=:dr*  ■+-  r"  (rt'+/'*(r)  rfr'  ; 

doncl'équation  dillérentielle  des  projections  sur  le  plan 
ary  des  lignes  géodésiques  de  la  surface  z:=f{r)  sera 


r^  ^  -  C  s/ dr^(i +/*)+!■' 
ou  bien,  finalement, 


(3) 


(ffl»= 


..{r 


-C) 


c'est  l'équation  demandée. 
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Ltiquaiioii  ( 3 )  mODtrc  que  l'aire  de  In  courbe  (iont 
réfjualioi)  (3)   estl'équatinn  diliercDtielle  csl   propor- 
tîonnelle  à  l'arc  j  de  la  cuiirbe  };auclic  de  l'espace. 

Observation.  —  Le  numéro  de  février  1881  des 
Nouvelles  Annalex  renferme  une  solution  de  eelte  ques- 
tiuD,  due  à  M.  Faiiquentbcrguc.  Il  arrive  finalement  .i 
une  équation  dlirérentielle  du  second  ordre,  que  voici  : 

On  remonte  aisément  de  cette  équation  à  l'équalion  (3) 
ci-dessus,  qui  est  du  preniicr  ordre,  car  t'équation  [a) 
rentre  dans  la  classe  des  équations 

4^  +  Pv-i-Q,''^o, 

que  l'on  sait  intégrer  [Cours  d'Anal) se  de  Sturm, 
p.  5o)  ',  il  suffit  doue  de  poser  -r-  =y- 

PR9BLÉMB  DE  MËGAKI«l)E  : 

Pas  m.  i;.  fa(;que:\[iierguk. 


Une  ligr:  rigide  pesante  s'appuie,  pitr  ses  exlréinUès, 
sur  deux  /témUp/ières  creux,  tangents  extérieurement, 
et  tels  que  l'un  des  grands  cercles  de  base  soit  hori- 
zontal et  l'autre  vertical  :  trouver  la  position  d'équi- 
libre de  la  lig^i  discuter  le  problème. 

(Vouv.  Correip.  atatli.) 
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Soient  Net^' les  réactions  qui  s^exercenten  At:l  B,  cl 

soit  F  te  poids  de  la  tige,  appliqué  en  son  milieu  G.  Il 

faut,  pODr  Téquilibre,  que  ces  trois  forces  soient  dans 

un  même  plan  et  concourent  en  un  point  I.  Ce  plan  doit 


èti%  vertical,  puisqu'il  contient  GP  qui  est  vertical; 
de  plus,  comme  les  forces  N  et  N'  doivent  être  nor- 
males aux  deux  sphères  (le  frottement  étant  négligé), 
elles  doivent  passer  par  les  centres  O  et  O*.  Le  plan  des 
trois  forces  est  donc  un  plan  méridien  vertical;  nous 
supposerons  que  ce  soit  le  plan  de  la  figure. 

1°  Désignons  parK  le  rayon  des  deux  sphères,  /la 
longueur  de  la  tige ,  ç,  ç/  et  ),  les  angles  lOCy,  I CVO  et 
l'aogleque  faitia  tige  avec  OO*.  Écrivons  que  la  projec- 
tion de  AB  sur  une  droite  perpendiculaire  n  OCfest  égale 
à  la  somme  des  projections  des  deux  rayons  AO,  BO'  sur 
la  même  droite,  et  que  OCX  est  égale  à  la  somme  algé- 
brique des  projections  sur  OO'  des  trois  droites  AO, 
AB,  BO*;  nous  aurons  les  équations 

/  sin  1  ^  R  sin  o  +  R  sin  5' , 
aH^rr  /cosÀ  —  Rcnss  h-  Rcofo', 
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ou,  en  posant  ^^  =  K , 

(i)  sin'ç  +  sin^'=;K.sinX, 

(i)  co3<p'  —  cosç  ^3  —  KcosX. 

D'autre  part,  )a  droite   IG   étant   une  médiane  du 
triangle  AIB,  on  a,  d'après  une  formule  connue, 

,„„       cotlAG  —  cotIBG 
col  1GB  ;^ 

ou 

(3)  atangX  =  cot(7  — X)  —  cot{Y'-(-  À). 

V  Après  quelques  transformations,  la  dernière  équa- 

tioa  devient 

,  ,      sinf» —  »') 

a  tang  A  =:  tangw  —  langa>^=  — i-* 1-t> 

,  ,  cos^cos» 

,  sinî^  costZX  =  ungX  [cos(9  -  •')  -h  cos(ç  h-  »')] 

(JU 

,,,  lasia-: ^coBi — -  —  taneX  cos*! ! — sîn'i — ^1 

(i)  j  a  a  La  a     J 

(      —  tangXco9(if-t-  ipO- 
Or  les  équations  (  i  )  et  (  a  ),  divisées  membre  à  membre, 
donnent 

o  —  a'      a  — KcosX 
lanirl i-=; — .■■■■-■■- • 


Cus  ini^mcs  équations,  étant  ajoulévs,  aprùs  avoir  été 
wécs  au  carré,  donnent  aussi 
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Substituant  ces  valeurs  dans  IV-qualiun  (4).  on  fri'ive 


Discussion.  —  Les  dini\  raciiivs  sont  toujours  posi- 
tives; elles  seront  réelles  s!  l'on  a 

(6)  ^>\/l- 

Pour  qu'elles  soient  adniissihlos,  il  faut  qu'elles  soiciil 
plus  petites  que  i.  Ecrivons  que  le  i-ésuital  do  In  substi- 
tution de  I  n  cosX,  dans  l'équation  (5),  est  positif  et 
que  la  soinnu!  des  racines  est  plus  petite  que  a,  nous 
obtiendrons  les  deux  inégalités 

(7)  -  K'-8K»-(-2oK»  — à4K+i6>o, 

(8)  K'-4K  +3<o, 

qui  expriment  que   les  deux  racines  sont  toutes  deu\ 
<^  I  .Si  le  premier  membre  de  l'inégalité  (7)  était  néga- 
tif, une  seule  racine  (celle  obtenue  en  prenant  le  radical 
avec  le  signe  — ),  serait  plus  petite  que  i . 
Cette  inégalité  peut  d'abord  s'éi-rire 

(K  — 3)(K'  — 6K'-h8K-8)>o. 

Kgalant  n  /.évo  le  |Kilyi)ùme  de  la  seconde  parenllièse, 
ou  obtient  l'équation 


qui  a  uuc  seule  raeiue  réelle  égale  îi  4,7^  à  0,1  près  pa 
excès. 
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Par  suite,  l'iafigalité  précédvDtc  peut  s'écrire 
(K-2)[K-(4,7-.)]>o, 

a  étanl  une  quantité  plu«  petite  que  0,1. 
Eayjoigoaiit  l'inégaliié  (8)1  écrite  sous  la  forme 

(K-.i)(K-3)<o, 

la  discussion  du  problème  est  alors  facile  et  peut  se  résu- 
mer dans  le  tableau  suivant  : 

Variation 

.    t-  _  '  Nombre 

~  r'  de  solutions. 


K< 

K 

v1 


<K<a 
K>4.7-.. 


COHCOIIRS  D'tDniSSlON  A  L'ÉCOLE  CtaTIlLI 

(riEHiËu  siuio.i,  1679): 

SOLUTION  DE  M.  J.  BOUDÉMES, 

Ëlcvc  du  lycée  de  Grenoble. 

Soient  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oj-,  stirOx 
ttnpoint  A,  sur  Oy  unpoint  B.  On  con.ùdére  toutes  les 
hyperboles  ètfuilatères  tjui  passent  au  point  A  et  sont 
tangentes  à  l^aa-e  Oy  au  point  B. 

1°  Former  l'équation  générale  de  ces  fijjte$bole\ 
é^uilatires. 
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a'  Trouver  le  lieu  des  points  de  rettcontie  de  la  tan- 
gente en  A  à  chacune  de  ces  hyperboles  avec  les  paral- 
lèles menées  par  l'origine  aux  asymptotes  de  cette 
méine  hyperbole. 

3"  Le  lieu  précédent  est  une  parabole  P  :  former  l'é- 
t/uation  de  t'axe  et  l'équation  de  la  tangente  au  som- 
met de  cette  parabole  P,  construire  ces  droites  et  déter- 
miner géométriquement  la  grandeur  du  paramètre  de 
celte  parabole. 

4°  Trouver  le  lieu  da  sommet  de  la  parabole  P 
quand  le  point  A  se  déplace  sur  Ox,  le  point  B  restant 
fixe. 

Soient  OA  =  a,  OB  =  h,  *  et  ).  des  paramètres  ar- 
bitraires. 

1°  Si  l'équation 

(1)  y  =  \ix-a) 

représente  la  tangente  à  l'une  des  hyperboles  au  point  A, 
cette  hyperbole  aura  pour  équation 

avec  la  condition 


<]ui  exprime  fjue  l'hyperbole  est  équilatèt-e. 

3°  Les  parallèles  meuées  de  l'origine  aux  asymptotes 
de  ces  liypiu'boli;a  mit  pour  équation 


(^-i)->e-i)'=° 


(3)  X{y-\X:) 

Le  lieu  du  leurs  poiuts  d'iutersecliun  avec  la  tangente 
à  riiy)M:rbole  au  [>oint  A,  obtcuu  par  l'élimination  du 
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paramétre  va  ri  nble  y  entre  les  équations  (i)   t>t  (2),  a 
donc  pour  équation 

C'e«t  donc  une  parabole  qui  passe  par  l'origine  des 
coordonnées  et  qui  a  pour  tangente  en  ce  point  l'axe 
iesjr. 

3°  m  étant  un  paramètre  arbitraire,  l'équation  (3)  de 
cette  parabole  s'écrit  identiquement 

La  condition  que  le  diamètre 

X        y 
a       b 

et  la  tangente  à  son  extrémité 

/  I  I         am\       amy 

\a*        b*         a^  )  k 

sont  perpendiculaires  nous  donne  immédiatement 

d'où,  pour  équations  de  l'axe  et  de  la  tangente  au  som- 
met, 

(5)  f_2:  +  ^=„. 

b        a        ita 
Si  donc 

0A,=  !^,     OB,=  °ï_     0B,=  ^, 

a  a  '4 

nn  voit  aisément  que  l'axe  de  la  parabole  sera  la  droite 
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A,B|  et  ]a  tangente  au  sommet  Ja  <lroîtc  B^S,  perjinidi- 
eulaire  à  l'axe. 

De  plus,  si  la  droite  Ou  est  perpendiculaire  à  l'axe,  la 
longueur  A,(oest  une  sous-normale  de  la  pBral>o]e  et  re- 
présente, par  suite,  la  grandeur  du  paramètre. 

4"  Le  lieu  du  sommet  S  de  la  parabole  P,  quand  le 
point  A  se  déplace  sur  Ox,  le  point  B  resUnl  lixe,  a  pouf 
équation 

obtenue  par  I  élimination  du  paramètre  a  entre  les  deux 
équations  (5)  et  (4)  de  la  tangente  au  sommet  et  de 
l'ave. 

Ce  lieu  est  un  cercle  dont  le  centre  est  au  point 

j-  =t  o,     y  T=  yb 
et  qui  passe  par  le  point  B|, 


Noie.  —  La  même  queftlion  a  été  résolue  par  MM.  H.  Lei;  J.  Au- 
Mllc,  éliWc  (lu  lyrée  de  Moulins;  H.  Herzof;,  du  lycée  de  Rouen; 
II.  Courbe, 


CU\CeilHS  D'ADMlSS10?j  A  l'Ecou  puimcnMQtE 

l\  1880  ('). 

Composition  de  Alalhêmatiijues. 
On  donne  une  ellipse  et  un  cercle  ayant  pour  centre 
un  foyer  F  de  l'ellipse. 

(  '  )  Quc<(Lion!!  données  i  quelques  élèves  qui  n'nnl  pu  eoncourir  que 
plus  lanl. 
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0)1  duinaiiili-  : 

1°  IJe  trouver  ]e  lieu  I  du  point  tel  que,  ai  l'on  mène 
par  ce  point  dus  tangentes  à  l'ellîpse  et  au  cercle,  Its 
coefficients  angulaires  m  et  »/  dus  tangentes  n  relli|>S(! 
et  les  coufficieii  1.1  angulaires  k  et  A' dus  tangentes  au 
cercle  vérifient  la  relation 


2(m 


-«')  =  («" 


m'){k  +  k'); 


a°  l)e  trouver  l'équalion  du  lieu  P  du  point  de  con- 
tact des  tangentes  menées  par  un  point  donné  à  tous 
II»  lieux  I  correspondant  aux  diverses  valeurs  du  carré 
(la  rayou  du  cercle  ; 

3°  De  construite  le  lieu  P,  lorS(|ue  le  point  dnnné  est 
situé  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse  ; 

4"  De  construire  le  lieu  P,  lorsque  le  point  donné  est 
situé  sur  la  directrice  correspondant  au  foyer  F  de 
l'ellipse. 

Composition  de  Gèomiîtrie  descriptive. 
Un  cône  et  un  cylindre  pleïus  éiant  donnés,  on  en- 
lève leurs  parties  non  communes,  ainsi  que  la  portion  de 


chacun  des  deux  corps  qui  se  trouve  au-dessus  du  plan 
liorixontal  ;  représenter  par  ses  projections  le  solide 
resUnt. 
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Le  cône  est  de  révolution  et  a  son  axe  vertical.  La 
trace  verticale  du  cylindre  est  un  cercle  de  o",o4  d« 
rayon. 

Ayant  tracé  la  ligne  de  terre  BAC  parallèlement  ans 
peiiu  cAtés  de  la  feuille  et  la  ligne  HAV  parallèlement 
aux  grands,  la  première  à  o",o3  au-dessus  et  la  seconde 
à  o'iOS  à  gauche  du  centre  du  rectangle  formé  par  [es 
eûtes  du  cadre,  portez  sur  ces  deux  lignes  les  quatre 
premières  longueurs  indiquées  par  la  légende  et  la  cin- 
quième sur  CV;  tirez  aussi  HB.  La  droite  qni  a  sa  trace 
horizontale  en  H  et  sa  trace  verticale  en  V  est  parallèle 
aux  génératrices  du  cylindre  et  contient  le  sommet  du 
cône.  La  trace  horizontale  de  celui-ci  est  tangente  à  HB 
et  à  la  ligne  de  terre.  La  trace  verticale  du  cylindre  est 
située  à  droite  de  CV  et  touche  cette  ligue  en  D. 


GORRESPIIIBANCE. 


IVI.  Ernest  Lebon  nous  prie  de  faire  remarquer  que  la 
propriété  qu'il  adémontrée  (a' série,  t.  XX,  p.  i33)  est 
vraie^quand  le  point  o  est  situé  sur  l'un  quelconque  des 
axes  d'une  conique  à  centre. 


BURATll  AUX  TABLES  M  LWARITMMES  lE  SGIBëR. 

lalrailiiclioD,  pige  i,  secood  exemple  :  au  lieu  de 

logLaDgi5*33'ja'  =  i,^)'i7B3<), 

logUiigi5*33'4o'  =  7,4ii7S3g. 
Celte  fiate  t  tU  signalée  |wr  \t.  ItcM^he. 
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1II8TB  SUR  LES  LIilTBS  ET  L8S  KOMBRES 
i;iiCOMNBNSllRABLES: 

Par  m.  E.  JABLONSKE. 
Professeur  de  Malhématiques  sp^rialel  au  lyri*c  de  Bcsan^nn. 

Dans  la  plupart  <lrs  délînitions  ou  dt'S  démoDstra  lions 
reposant  sur  le  notion  du  limite,  on  est  obligé  àe  former 
di's  suites  de  nombres  constamment  ci'oissants  ou  con- 
stamment décroissants,  et  il  en  résulte  des  dillicultés  ou 
des  longueurs  <]ue  l'on  peut  éviter  au  moyeu  d'un  théo- 
rème plus  général  <]ue  l'clui  sur  le<]ii«l  on  s'appuie  ordi' 
itairement. 

Je  vais  établir  ce  théorème  en  reprenant  la  suite  di's 
propositions  qui  j  eonduiseut. 

Théoième  I.  —  Lorsque  deux  variables  sont  con- 
ftamment  égales,  si  l'une  tend  vers  une  limite,  l'autre 
fend  vers  la  niéme  limite. 

THéoRÈME  II.  —  Lorsque  la  différence  de  deux  va- 
riahles  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  l'une  d'elles 
H^nd  vers  une  limite,  l'autre  tend  rers  la  même  limite. 

Soient  «  et  v  deux  variables,  et  u  —  v  =  a;  supposons 
(lUe  c  tende  vers  /  et  a  vers  zéro.  On  a 


3  teadant  vers  zéro;  donc 


z  cl  ^  tendant  vers  zéro  en  même  temps,    il  en  est  de 
iniÏEnc  de  leur  somme;  donc  (i  tend  vers  /. 


Th^.ok^mb  UI.  —  Lorsqu'une  variable  onstammeni 

Jan.  di^  ilathimat..    i"  •«rie,  t.  XX.  (Juin   iRSi.)  iG 
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croissante  est  assujettie  à  rester  moindre  qu'un  nombre 
fini  déterminé,  elle  tend  vers  une  limite  inférieure  oit 
égale  à  ce  nombre.  De  même,  lorsqu'une  variable  con- 
stamment décroissante  est  assujettie  à  rester  supérieure 
à  un  nombre  déterminé,  elle  tend  vers  une  limitesupé- 
rieure  ou  égale  à  ce  nombre. 

C'est  à  ce  ihéorètne  bien  connu  que  je  tne  propose  de 
substituer  uu  théorème  plus  général. 

Théorème  IV.  —  Soit  u  une  variable  assujettie  à 
prendre,  dans  l'ordre  des  indices,  les  valeurs  formant 
la  suite  indéfinie 

toutes  moindres  qu'un  nombre  A  ;  .tt  dans  cette  suite, 
que  je  ne  suppose  pas  constamment  croissante,  on  peut 
prendre  une  suite  de  nombres  constamment  croissants 

(2) 

et  tels  que  la  différence  entre  ces  nombres  et  ceux  d'in- 
dices intermédiaires  de  la  première  suite  tende  vers 
zéro  lorsque  tes  indices  croissent  indéfiniment,  la  va- 
riable u  tend  vers  une  limite  inférieure  ou  égale  à  A. 

En  ellt't,  soit  v  une  variable  assujettie  »  prendre  seu- 
lement les  valeurs  de  la  suite  (s)  dans  l'ordre  des  io- 
dices;  en  vertu  du  théorème  III,  elle  tend  vers  une  limite 
inférieure  ou  égale  à  A.Onpeut  iriiagincique,  lorsque  c 
passe  de  ap  à  a„  u  passe  par  toutes  les  valeurs  d'indices 
intermédiaires  depuis  Up  jusqu'à  a^;  il  en  résulte  que  la 
différence  u — v  est  ou  rigoureusement  nulle  ou  tend 
vers  zéro  lorsque  les  indices  croissent  indéfiniment,  et 
par  suite  que  v  tend  vers  la  même  limite  que  u  (théo- 
rèmes I  et  II), 

THÉoHf:ME  V.  —  Lorsque  deux  .mites  indéfinies  de 
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b„,    Ih,    0„     ...,    ùp,    b.,,    br,    ...,    b„,     ..., 

sont  telles  que  l'un  quelconque  des  nombres  de  la  pre- 
mière soit  moindre  que  l'un  quelconque  des  nombres  de 
la  seconde,  et  que  la  différence  b„  —  a„  entre  deux 
termes  correspondants  tende  tiers  zéro  lorsque  n  croit 
indéfiniment,  les  deux  suites  tendent  vers  une  limite 
commune. 

La  dill'éi-cncf  ba — a„  tendant  vers  zéro,  il  suffît  de 
prouver  que  la  première  suite  tend  vers  une  limite. 

Soit  a^  un  noaibre  de  la  première  suite.  Supposons 
d'abord  qu'il  soit  plus  grand  que  tous  ceux  qui  le  pré- 
cèdent et  qui  le  suivent.  On  a,  par  hypothèse,  quelque 
grand  que  soït  n, 

Or&„ — ai,  tend  vers  zéro;  donc  a^  et  &„  tendent  vei-s 
Up,  et  le  théorème  est  démontré.  Sinon,  on  |>eut  trou- 
ver, parmi  ceux  qui  suivent  ap,  un  nombre  Of^  ap.  En 
répétant  le  même  raisonnement  sur  ar,  et  ainsi  de 
suite,  on  voit  que,  si  aucun  des  nombres  de  la  première 
suite  n'est  la  limite  commune,  on  peut,  dans  cette  suite, 
former  une  suite  de  nombres  constamment  croissants. 

Soient  ag,  a, ,  . .  . ,  ap,  dr,  .  .  . ,  (i.,  . . . ,  an'i  ■  -  ■  celte 
suite,  et  an  un  nombre  d'indice  intermédiaire  entre  »i 
et  m\  et  qui  par  suite  est  moindre  que  a^'-  On  a 

puisque,  par  bypotbèse, 


doue    a^ — a„     lend    vers    zéro    lorsque    les    indic 
L-roissent  indélîniment.  Les  conditions  énoncées  dans 
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s  IV  <-taiil  satisfaili^s,  la  pi'L-iiiiùrc  suite  tciul  vers 
une  limite,  eu  c|U  il  fallait  déiiioiitrui'. 

PnitMiÈHE  APPLICATION.  —  Longueuf  d'une  cîrcon- 
fèrence.  —  Inscrivons  dans  une  circonférence  une 
suite  de  polygones  convexes  quelconques  dout  le  nombre 
des  côtés  croisse  indéliniment  d'une  manière  quel- 
conque, pourvu  que  tous  les  cotés  teudent  vers  zéro. 
SoilUE.  .,  lin  de  CCS  polygones;  par  les  sommets,  menons 
des  tangentes  à  la  circonférence  ;  elles  forment  le  polygone 
convexe  circonscrit  ÂCB.  .. .  Nous  aurons  ainsi  deux 
suites  de  polygones  qui  se  correspondent  deux  .i  deux. 

Soient  a„  le  périmètre  de  l'un  des  polygones  inscrits, 
b„  celui  du  polygone  circonscrit  correspondant.  Si  l'on 
faitcroiîre  n  d'uncmanière  quelconque, on  obtientdeux 


suites  indéfinies.  Le  périmètre  de  l'un  quelconque  des 
polygones  inscrits  est  évidetnment  moindre  que  celui  de 
l'un  quelconque  des  polygones  circonscrits:  de  plus,  la 
différence  ha  —  a„  tend  vers  zéro.  En  eifet,  ou  a  {fig>  i) 

DC       OC 


UF 


UlJ 


PC  —  DF  __  IC 
DF       "  OD • 

^^      „„      IC.DF 


ï  compose  de  la  somme  des  dilférences  telles 
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(jueDC— DFidom• 
A„-a„=l(DG-DF)^^2IC.^F. 

Soila  [a  plu»  grande  des  tléclies  IC;  un  a 
SIC.DF<iï:DF    ou     llC.DF<afl„; 

lIllllC 

a,  conserve  une  valeur  linic,  et,  toutes  lus  tlèelies  ten 
tlani  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  a;  donc  h„ — a„ 
teod  vers  zéro. 

Il  en  résulte  que,  quelle  que  soit  la  loi  d'inscription, 
1m  périmélrcs  des  polygones  convexes  inscrits  el  cii-eon- 
svriis,  réguliers  ou  non,  tendent  vers  une  limite  com- 
mune, qui  est,  par  définition,  la  longueur  de  la  circon- 
férence considérée. 

Un  procédé  tout  semblable  permet  do  déûnir  la 
longueur  d'un  arc  convexe  d'une  courbe  quelconque. 

Uei^xièhb  application.  —  Défuiitioii  de  yji.  —  Soient 
"1  et  n  deux  nombres  entiers,  tels  que 

(r/<'<(=^)' 

™  que  l'on  peut  toujours  faire. 

A  chaque  valeur  de  n  corTOspond  une  valeur  de  m  el 
une  seule. 

Faisons  croître  n  d'une  manière  ijuelcon^ue,  et  soient 


les  deux  suites   indéfiaîes    ainsi  obtenues.    Un  quel- 
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conque  des  nombres  de  la  première  a  un  carré  moindre 
(jue  celui  de  l'un  queiconque  des  nombres  de  la  seconde; 
donc  l'un  quelconque  des  nombres  de  la  première  est 
moindre  que  l'un  quelconque  des  nombres  de  la  seconde. 

D'ailleurs,  la  différence  -  de  deus  termes  correspondants 
tend  vers  ^éro  ;  donc  les  deux  suites  tendent  vers  une 
limite  commune,  qui  esL,  par  dclinition,  la  valeur  arith- 
métique de  ^2. 

Les  nombres  —  et  sont  les  valeurs  de  ^  à  - 

près,  par  défaut  ou  par  excès. 

Troisième  application.  —  Définition  des  nombres 
incommensurables  et  de.s  opérations  faites  sur  ces 
nombres.  —  PourdéGuîr  le  rapport  de  deux  grandeurs, 
on  imagine  d'abord  que  ces  grandeurs  ont  une  commune 
mesure;  le  rapport  est  alors  le  nombre  fractionnaire 
ordinaire  dont  les  termes  sont  les  nombres  entiers  qui 
expriment  combien  de  fois  chacune  des  grandeurs  con* 
tient  la  commune  mesure. 

Cette  défluition  ne  subsiste  plus  lorsque  les  deux  gran- 
de commune  mesure  :  il  faut  lui  substi- 


aeuis  nont  pas  d 

tuer  une   autre  déGnition,   reposant  sur  la    notion  de 

Pour  Gxer  les  idées,  soient  deux  longueurs  AB  et  CD, 
qui  u'ont  pas  de  commune  mesure.  Divisons  CD  en  npar- 


ties  égales,  et  portons  une  de  ces  parties  autant  de  fois 
que   possible  sur  Ali  â  partir  de  A;  supposons  que  l'on 
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puisse  U  [»orlcr  m  lois  et  qu'on  obtienne  ainsi  le  point  ll|  : 
en  la  portant  une  fois  de  plus,  on  dépassera  B  el  ou 
obtiendra  le  point  Bg.  Quelque  grand  que  soit  n,  on  ne 
tombera  jamais  au  point  B,  et,  en  faisant  cn>itre  indéCni- 
ment  ce  nombre,  on  obtiendra  deux  suites  de  longueurs 
telles  que  AB,  et  ABj,  les  unes  toutes  moindres  que  AB, 
les  autres  toutes  supérieures  à  AB  et  tendant  évidemment 
vers  AB. 

Les  rapports  de  ABj  et  AB»  à  CD  sont  respectivement 
—  et )  lorsque  «croit  indéfiniment;  on  a  ainsi  deux 

suites  illimitées  de  nombres. Tous  ceuxdc  la  première  me- 
surant des  longueurs  moindres  que  AB  et  ceux  de  la  se- 
conde des  longueurs  supérieures  à  AB,  un  quelconque  des 
nombres  de  la  première  est  moindre  que  l'un  quelconque 
des  nombres  delà  seconde;  d'ailleurs  la diflérence  —  entre 
deux  termes  correspondants  tend  veis  zéro  :  donc  ces 

deux  suites,  c'est-à-dire  —  et >  tendent  *crs  une 

limite  commune  qui  est,  par  délinition,  le  rapport  de  AB 
à  CD. 

Cette  définition  n'exige  pas  que  toutes  les  longueurs 
AB|  soient  croissantes,  ni  que  toutes  tes  longueurs  ABg 
soient  décroissantes  ;  n  peut  croître  d'une  manière  abso- 
lument quelconque  sans  que  la  limite  soit  changée. 

De  la  même  manière  on  peut  définir  les  opérations  sur 
les  nombres  incommensurables. 

addition.  —  Soit  à  définir  a-i-h,  a  et  h  étant  des 
nombres  incommensurables. 


Soient  —  et li-s  nombres  qui  tendent  vers  ti, 

comme  il    résulte   de    la    définition   précédente;    — ^  et 
—^ ceux  qui  lendent  vers  />. 
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Si  l'on  fuit  ei-oitrenet  n,  d'une  maniéi-e  qucironijuc, 
un  oltueiit  deux  suites  indéliuîi^s  di:  pareillus  Konime-s 
dunt  le  sens  est  bien  défini,  puisque  les  termes  en  sont 

conimensu râbles.  L'un  (|uelconquc  des  nombres  ~  étant 

moindre  qitc  l'un  qui-lconquc  du  la  suite  1  et  de 

même  pour  — i»  on  voit  que  - — h  — ^  sera  moindre qne 

l'uue  quelconque  des  sommes  telles  que  — 1 ; 

d'aillcui's,  la  dillërenee  eiitre  dens  sommes  eorrospon  - 
dan  tes  est 1 >  qui  tend   vers  zéro;  <Ioae  ces  denx 

sommes  tenJeat  vers  une  limite  commuiTe,  qui  est,  par 
définition,  la  valeur  de  a  ->-  A. 

Soustraction.  —  H  s'agit  de  définir  a  —  A. 

Soient  —  et  les  nombres  commensurablés  <|nî 

tendent  vers  a;  — -  el  — ceux  qui  tendent  vers  f>. 

Supposons  i^^i  ou  peut  imaginer  quu'i  et  n,  soient 

,  ,,         .  .  m  ^    m,  +  I 

assez  grands  pour  que  1  on  ait  aussi  —  >  ■-  ■  —  >  et  par 

suite "^ — -•  Formons  les  deux  dillcreiices 


On  voitsans  peine  que,  si  l'on  forme  les  deux  suites  en 
faisant  croitre  n  et  »|,  un  quelconque  des  nombres  de 
la    première    est    muindre   que    l'un    quelconque    des 
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nombres  di:  la  sc-cuiide^  d'ailk'iii'â,  la  dîll'éi-ence  — H  — 

tend  vers  zéro  :  donc  eus  deuK  diflcmnces  tCDdeiii  vers 
une  limite  coinmum^,  qui  esl,  par  déliaition,  la  valeur 
de<i  — J. 

On  procède  de  même  pour  toutes  les  autres  opérations; 
il  est  d'ailleurs  facile  de  déiîiiir,  en  général,  une  expres- 
siou  telle  <jue_/'(j:,  jf,  z,  . . .),  pour  des  valeurs  incom- 
mensurables des  lettres  cjui  y  vulreiit.  Sup^iosiins  que 
celte  expression  reste  finie  et  continue  lorsque  x,  j-, 
s,  ...  ont  des  valeurs  eointuensurables comprises  dans 
)lc  certains  iiilcrvalles,  et  soient  a,b,c,  ...  des  noinbr<;s 
i u eo  111  mens u râbles  compris  dans  ct-s  ménies  intervalles. 

Imaginons  que  l'on   remplace  successivement  a:  par 

m       m  + 1  .  .  ,.       .  1 , 

—  et 1  ou  inversement,  suivant  que/  croit  ou  dé- 
troit en  valeur  absolue  lorsque  :r  croit,  et  de  même  pour 
V,  :,  . . .  j  ou  formera  de  la  sorte  deux  expressions  dont 
les  valeurs  sei'ont  bieu  délinies,  puisqu'elles  dépeudronl 
lie  nombres  commensurables.  Pai'  le  iiiètue  raisonne- 
ment, basé  sur  le  lliéorème  général,  on  prouve  que  les 
valeurs  numériques  ainsi  ob.tenues  tendent  vers  une  li- 
mite comuiunc,  qui  est,  par  délinilion,  la  valeur  de 
/{a,b,c,  ...}. 

Il  y  a  plus  ;  toute  relation 

/(^.7'='  ...)  =  ?(-^. /.-.  ■'■■)■ 
traie  pour  toutes  les  valeurs  de  x,^,  ;,  . . .  commeiisu- 
lables  prises  dans  de  certains  intervalles,  subsiste  si  l'on 
ï  remplace  x,^,  z,  ...  par  des  nombres  ineommeiisu- 
nbles  a,  b,  c,  ...  compris  dans  les  mêmes  intervalles. 

En  ell'et,  si  l'on  fait  dans  «  les  mêmes  >ubslitulioiis 
que  dans  y,  on  obtient  des  nombresy  et  s',  J"  cl  ç"i  or 
«'la,  par  hypothèse, 
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duiic  les  limites  sont  aussi  é(-al('s,  t-t,  par  suite, 
/{a,b,c,...)r=^{a,b,c,...). 

Ainsi,  par  exemple  : 

Dans  un  polynôme  à  termes  incommensurables,  on 
peut  à  volonté  intervertir  l'ordre  des  termes. 

Dans  un  produit  de  facteurs  incommensurables,  on 
peut  h  volonté  intervertir  l'ordre  dça  facteurs. 

EnGii  les  règles  d'opérations  algébriques  el]bctuées  sur 
des  expressions  quelconques  peuvent  su  traduire  par  une 
ou  plusieurs  égalités,  vraies  pour  toutes  les  valeurs  corn- 
mensurahles  des  lettres  qui  y  entrent,  au  moins  dans  de 
certains  intervalles;  on  peut  conclure  de  ce  qui  précède 
que  ces  règles  sub&istenl  dans  toute  leur  généralité  pour 
des  valeurs  incommensurables  de  ces  mêmes  lettres  et 
dans  les  mêmes  intervalles. 


NOTE    SUR   UNE    ENVELOPPE; 

Par  m.  S.-F.-W.  BAEHR, 
Professeur  ï  l'École  polytechnique  Ae  DelR. 


On  suppose  les  deux  aiguilles  d'une  montre  de  lon- 
gueurs égales,  et  l'on  demande  l'enveloppe  de  la  droite 
qui  passe  par  leurs  extrémités.  Soient  OA  le  rayon  du 
cadran  qui  correspond  avec  midi  et,  à  un  moment  quel- 
conque, OB  la  direction  de  l'aiguille  des  heures;  on  aura, 
en  Taisant  l'angle  BOC  égal  k  onze  fois  l'angle  AOH,  ta 
direction  correspondante  de  l'aiguJllc  des  minutes  OC, 
et  RC  sera  une  )>osition  de  l'enveloppée.  Pour  détermi- 
ner lu  point  D  où  elle  touche  son  enveloppe,  faisons 
ce  éf,'al  h  dou/.e  fois  Blf;  alors  H'C  sera  une  autre  posi- 
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lion  du  l'enveloppûe,  et  los  triangles  semblables  RdW 
nCdC  donnent dB'  :  rfC  =  corde  BB'  :  corde  i  a  BB',  e» 
sorte  que,  lorsqu'on  fait  tendre  B*  vers  B,  on  aura  à  la 

limite  DB  =  —  DG  ou  BD  =  -^  BC.  Menant  des  paral- 


lèles à  CO,  on  aura  aussi  BE  =  ED  =  ^  BO,  et   le 

cerrie  décrit  du  centre  E  avec  le  rayon  EB  passera  par 
D  et  sera  tangent    au  cercle    décrit  du   centre   O  du 

cadran  avec  le  rayon  OG  =  -5  OB.  L'angle  FEG,  égal 
à  l'angle  BOC,  étant  onze  fois  l'angle  HOG,  tandis  que 
le  rayon  EG  est  —  du  rayon  OG,  l'arc  do  ccicle  FG 
aura  la  même  longueur  que  l'arc  GH.  Donc  le  point  F 
est  un  point  de  l'épicycloïde  décrite  par  le  point  de 
contact  H  quand  lit  cercle  EG,  en  parlant  de  la  position 
où  il  touche  le  cercle  OH  en  H,  roule  sur  ce  cercle  direc- 
teur OH,  et,  par  conséquent,  le  point  diamétralement 
opposé  D  est  un  point  de  l'épicycloïde  égale  que  décrit 
aloi-s  le  point  A  du  cercle  mobile;  celle-ci  est  donc  l'en- 
veloppe cliercbée. 

Si  l'on  divise  le  cadran,  à  partir  du  point  de  midi  A, 
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<>n  onze  parties  vgales,  ce  qui  donne  tes  points  où  les 
aiguilles  se  superposent,  l'enveloppe  sera  tangente  au 
cercle  du  cadran  en  ces  points,  taudis  qu'elle  aura  des 
points  de  rebrous  se  ment  sur  les  rayons  qui  passent  par 
les  milieux  des  ares  de  cette  division,  et  qui  sont  les 
[loints  où  les  aiguilles  viennent  en  ligne  droite,  en  sorte 
qu'alors  les  tangentes  à  l'envelocpe  [wssent  par  le 
centre  du  cadran.  La  même  courbe  est  l'enveloppe  de  la 
droite  qui  passe  par  les  extrémités  des  prolongements, 
jusqu'au  cercle  du  cadran,  des  aiguilles,  et,  si  on  la  fait 
tourner  autour  du  centre  jusqu'à  ce  que  les  points  de 
rebroussements  viennent  sur  les  rayons  où  les  aiguilles 
se  su|>erposent,  elle  sera  l'enveloppe  de  la  droite  qui 
passe  par  l'extrémité  de  l'une  des  aiguilles  et  l'extrémité 
du  prolongement  de  l'autre. 

Si,  sur  le  prolongement  de  OB,  on  prend  BI  =  —  OB, 

le  cercle  décrit  du  point  l'avee  le  rayon  BI  sera  coupé 
par  le  prolongement  de  CB  en  un  point  K,  tellement  que 
l'angle  KIB  est  égal  à  l'angle  BO<J,  ou  on/.e  fois  l'angle 
AOIÎ,  en  sorte  que  l'arc  de  cercle  BK  aura  la  môme  lon- 
gueur que  l'arc  6A.  Ce  point  K  est  dune  un  point  de 
l'épicycloïde  décrite  par  le  point  de  contact  A  quand  le 
cercle  IB,  en  parlant  de  la  position  où  il  touclie  le 
cercle  OA  en  A,  roule  sur  <e  cercle  directeur,  et,  le 
point  B  étant  le  centre  instantané  de  rotation,  KB  est 
normale  à  cette  courbe.  Ainsi  les  normales  à  l'épicy- 
cloïde .s<mt  tangentes  à  l'enveloppe;  celle-ci  est  donc  la 
développée   de    l'épicycloïde    extérieure    au    cercle    du 

cadran,  et  sa  longueur  sera  égale  à  aa  X  (  -5  H )  » 

ou  7  -5  fois  le  rayon  du  cadran. 
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91ESTI0NS  NOIVELLES  It'AIIITIinCTIQd  SIPERIEURS 
P80P0SEES  PAR  M.  ÈDOUARB  LUCAS; 


«  M.  MORET-BLANC. 


\ .  Déterminer  le  dernier  chiffre  tlu  n'*""  terme  fie 
la  série  de  Lamé  donnée  par  la  loi  de  récurrence 


et  les  conditions  initiales  u«  =.  o,  u,  =  i. 

Les  duruiers  diJUVos  forment  nécessaire  ment  une  pt'- 
liodc,  qui  rucoiiimencera  loi'stjuc  les  deniîci;s  cliiin-cs  do 
deux  termes  eonsécutift  redevieudront  les  mâmes.  For- 
moDS  ecttc  période  : 

o,   1,   1,  a.  3,  5,  8,  3,   i.  4,"  5,  9,  ,'1,  3,  7, 

«.  7,  7,  4,   1,  5,  6,   I,  7,  8.  5,  3,  8,   I,  9, 

o,  9,  9,  8,  7,  5,  a,  7,  9,  6,  5,  1,  6,  7,  3, 

o,  3.  3,  6,  9,  5,  4'  9.  3,  2,  5,  7,  2,  9,  I. 
On  voit  que 

1  termine  les  termes  de  rang  60/H  -1-  (1,  16,  3i,  46), 

I  »  60m  4- (S,    3,  g,  ao,  23,  29,  4^,  60), 

■•-  «  fwm  -h  (4,  37,  55,  58), 

^  »  6o»n-(5, 8,  14,27,45,47,48, 54t, 

î  ■                  "  6o«i  ■■!-  (10,  i3,  19,  52), 

"1  »  60H1  -F(6,  II,  ai,  a6,  36,  4i,  5i.56), 

'j  >'  60/M -H  (aa,  4o,  43i  49). 

;  »  6ow(  +  (i5,  17,  18,  24,  35,  38,44.47), 

N  ..  60H1  +  17,  25,  28,  34), 

ij  »  6o;h  4-  (la.  3o,  32,  33,  39,  5o,  53,  Sg); 

m  peut  £trc  o. 

Au  moyen  de  co  tableau,  le  reste  de  la  division  de  « 
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par  60  fera  connaitre  le  dernier  chitl're  du  n'*"'  terme 
de  la  série  ou  de  u„_, . 

On  peut  remarquer  que  les  cliîlires  qui  terminent  les 
3o  derniers  termes  de  la  période  sont  tes  compléments 
à  10  de  ceux  qui  terminent  les  3o  premiers. 

11  y  a  4  termes  terminés  par  chacun  des  chiffres  pairs 
et  8  terminés  par  chacun  des  cUiârcs  impairs. 

S.  Formuler  les  restex  obtenus  dans  la  rec7tercke  du 
plus  grand  commun  diviseur  de  deux  termes  donnés  de 
la  série,  Up  et  Uç,  en  /onction  des  rangs  p  et  q. 

Remarquons  :  1°  que,  si  l'on  prolonge  U  série  vers  la 
gauche  en  donnant  aux  termes  des  indices  négatifs,  on 
aura 


suivant  que  n  est  pair  ou  impair;  2°  que.  si  l'on  prend 
lus  termes  de  m  en  m,  et  que  l'on  désigne  par  c  les  termes 
de  la  série  ainsi  formée,  on  aura,  quel  que  soit  le  point 
de  dépari, 

suivant  que  m  est  pair  ou  impair,  avec 


nombre  toujours  entier. 

Cela  posé,  proposon&-nous  de  trouver  les  restes  ob- 
tenus dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur 
de  Up  et  Uij.  Soient,  pour  fixer  les  idées,  q^p  et 
q  —  p  =m,  Kl  supposons  qu'on  prenne  les  quotients  par 
excùs  si  m  est  pair,  et  par  défaut  si  m  est  impair,  de  ma- 
nière à  avoir  toujours  un  reste  moindre  que  la  moitié  du 
diviseur. 
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Les  restes  successifs  seront,  d'après  la  formule  (i^ 


jusqu'à  ec  que  l'on  passe  d'un  indice  positif  à  un  indice 
négatif.  Soient  ^  le  plus  petit,  (f  le  plus  grand  des  deux 
indices  en  valeur  absolue,  et  t^ — p'  =  '"'i  oi*  xo-Vi,  en- 
suite 

et  ainsi  de  suite.  En  d'autres  termes,  les  restes  seront  des 
termes  de  la  série  ayant  pour  indices  les  restes  qu'on 
obtiendrait  si,  dans  la  recherclie  du  plus  grand  commun 
diviseur  entre  p  et  m,  ou  faisait  les  divisions  par  sous- 
tractions successives. 

Les  restes  sont  ainsi  exprimés  en  termes  de  la  série 
dont  les  indices  sont  fonctions  de  p  et  q.  Nous  verrons 
plus  loin  l'expression  d'un  terme  de  la  série  en  fonction 
de  son  indice. 

3.   Traiter  les  mêmes  i/uestions  pour  la  série 

o,  I,  a,  5,  13,  ..., 

données  par  la  loi  de  récurrence 


et  généralement  pour  les  séries  récurrentes  du  premioi 
genre  données  par  la  loi 


dans  latfuelle  a  et  h  désignent  des  nombres  premiers 
entre  eux. 

La  période  des  derniers  chiiFres  se  forme  de  la  m£me 
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manière;  elle  est,  pour  la  prumièru  série, 

o,   I,  a,  5,  2,  g,  o,  9,  8,  5.  8,   i; 

0  termine  les  termes  de  rang  lam  +  (i,  7), 

1  »  12m  -i-(2,  lal, 

5  .  I.  i2/n-f  (4,  loi, 

8  »  I2W  -)-(9,  iil. 

9  .  "  i2m-+-(6,8). 

Aucun  terme  nV'St'lermiué  par  3,  4-,  5, 6. 

Les  formules  qui  citprimeni  les  restes  obtenus  dan»  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  iip  et  iij 
en  termes  de  la  série  restent  les  mûmes  que  pour  la  série 
de  Lamé. 

Considérons  la  série 

o,  I,  a,  a'-\-b,  a'^-h^ab,  a*4- 3a'i  +  6', 
«>+',«»*  + 3a/.',  a'-h5a*b-h6a'b*-hb*,  ..., 
dont  la  loi  de  récurrence  est 

Si  l'on  prend  les  termes  de  m  eu  hi,  et  qu'on  désigne 
par  V  les  termes  de  la  série  obtenue,  on  aura 

suivant  que  m  est  pair  ou  impair,  avec 

A— ^, 
nombre  entier. 

Si  l'on  a  soin  de  supprimer,  dans  chaque  reste  obtenu 
dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de  Up 
et  Uj,  te  facteur  Ù'"  qui  est  premier  avec  le  diviseur, 
puis  b"',  quand  on  sera  ramené  à  chercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  Up,  et  u^,  ...,  la  loi  des  restes 
sera  la  même  que  dans  les  deux  cas  déjà  considérés. 
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i.  Trouver  l'expression  générale  du  terme  de  In 
série,  en  supposant  uq=  o,  Ut=  i,  quelles  que  soient 
les  valeurs  do  a  et  b. 

La  fonclion  généralnce  de  la  sérJu  est 


u„  est  le  eoeflicieiit  de  x""'  dans  le  développement  de 
celle  fonciioD  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes 
Ae  x\  on  a  donc 


Si  l'on  fait  <1  =  1 ,  /'  ==  I ,  nii  a.  pour  la  série  de  Làmi-, 

et,  en  faisant  a^9.,  b^\,on  a,  pour  la  série  du  u"  \^, 

Nous  avons  obtenu  les  restes  de  la  reclieiTlie  du  plus 
grand  commun  diviseur  entre  Up  et  u^,  exprimés  en 
termes  de  la  série  dont  les  indices  sont  foncLions  de  /) 
ctf  ;  on  pourra  donc  exprimer  les  restes  eux-inèiiies  en 
fonction  àc  p  et  q. 

Aan.  Ae  Hfailitinnl .,  i- »éri<-,  I.  XX.  (Juin   iMMi.)  17 
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ri  nombre  premier  etUpL  'expression 


démontrer  que  u^+,  est  divisible  par  p  si  b  est  un  non' 
résida  quadratit/ue  de  p,  et  que  iip^,  est  divisible  pnr  p, 
en  exceptant  les  valeurs  de  a  pour  lesqwlles  a'  —  b 
est  divisible  par  />,  si  b  désigne  un  résidu  quadratique 
de  p. 

On  a 


Développant  et  supprimant  les  termes  qui  contiennent 
le  facteur/^,  on  a 

u^+.=  3(/.  +  i)a(aP-^'-h6"^)     (mod.p). 
Or 

a''~'^  I     (mod.  p)  (théorème  de  Fermai), 

et,  b  étant  un  non-réstdu  quadratique  de  />, 

i   '    == —  I     (mod.  /)); 
donc 

«p+,=  o     (mod./j).  c.  y.  F,  D, 

On  a 

""'"  (  ''  ^^- 

Le  numérateur  ^o  (mod.  p),  c'est-à-dire  qu'il  est  di- 
visible par  p  ;  donc,  si  a' —  b  n'est  pas  divisible  par  p, 
Up^,  le  sera  nécessairement. 

c.   Q.    F.    D. 
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8.   Hèsoudre  complètement  l'ét/ualion 

j:'  +  (x  +  , )■  +  ...-,-[»,  +  (»-, )1'  =  J' 
pour  tes  valeurs  de  n  égales  à  2,  11,  aî,  24- 

a;*+(j;  +  i)'-t-...+  [j-t-  (n  — 1)]' 


X  sera  entier  et  posîtirsi  l'on  a 

a«'— /?('^i     ou     an' — ni'=^3. 

Dans  le  second  cas,  m  doit  être  pair;   posons  alors 
m=  am'. 
Od  2  à  trouver  les  solutions  des  deux  équations 

(1)  /n'-a/.'  :^-i, 

(a)  n'-am"n=i. 

Elles  seront  données  par  les  réduites  de  rang  pair 
pour  (t)  et  de  rang  impair  pour  (2]  dans  le  dévelop- 
pement de  ^3  en  fraction  continue.  On  obtient  ainsi  les 
doubles  séries  de  valeurs 

m  =  i,  7,  4i,  aSg.   '39^,  8119 

/i  =  i,  5,  ag,  169,     985,  5741 

m=o,  4,  a4-  i4o,     816,  4756 

«=;i,  3,  17.  99,     577.  3363 
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On  en  déduit  les  deux  séries  de  valeurs  de  j* 

x=      o,  ao,  696,  a366o,  803760,  37304196 

a-  =  —t,     3,  119,     lioSg,  i379o3,     4^8^659,   ..., 
qu'onfpcut  réunirjealuue  seulef 
r=: — I,  o,  3,  ao,  119,  696,  4o59,^a366o,  137903,  803760. 
dont  la  loi  de  récurrcti<:e  est 


«, 

.+»  =  7  ("-.+»— «-+1) 

2*  Soit«  =  i 

■  : 

■ 

i.r'  +  iio,r+iix3.î 

ii(j'  +  ;-.)'+i.o  = 

Posons 

v'-ii(.r  +  5)'  = 
v  =  ±i.(»-i-r,_,t 

J  étant  évidemment  un  multiple  de  1 1;  l'équation  de- 
vient, en  divisant  par  1 10, 

et,  en  posant  J-  +  5  —  iiu^±.t,. 

Les  valeurs  de  x,  et  de  u  sont  données  par  les  ré- 
duites de  rang  impair  dans  le  développement  de  \fTï  en 
fraction  continue;  ce  sont 

aïi^:;!,   10,   199,  3970,  79201,    i58oo5o,    ..., 
11=0,     3,    60,   1197,  a388o,     4764o3,   ..., 

et,  comme  j:  =  iiit  —  -">  zp  j:,,  on  a  les  deux  séries  de 
valeurs  de  x 

£  —  -G,  18,  456,     919a,  i8347'i.  3660378,   .... 
j-  =  — 4,  38,  854.  171.3»,  341876,  6820478,   .... 
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et  les  deux  séries  de  vakui-s  correspondantes  dej 

^;=ii,     77,   lÔag,  3o5o3,     Co853i,   ..., 
7  =  11,    i43,  a849,  56837,    ""^SSg 

La  Loi  de  récurrence  pour  cliaque  série  est 

3°  Soit  n  =  a3  : 

23^'+  a3x  aa-c  +  a3x  i65  =  j' 
ou 

>-*  —  23(^'  +  1 1)'  =  33x44 

{jr  est  mullîpie  de  a3). 
Posons 

/  =  ±33{;r  +  M  — aa»); 

l'équation  devient,  en  divisant  par  a3  X  aa, 

( ^  -+- 1 1  —  23  « )'  —  «3  m'  =  a. 
ou,  en  posant  x+  n  —  a4«  =  ±:c,, 


Les  solutions  de  celte  équation  sont  données  par  les 
réduites  de  rang  pair  correspondant  au  quoiient  complet 
de  dénominateur  a  dans  le  développement  du  ^^3  en 
fraction  continue;  les  dénominateurs  des  quotients  com- 
plets sont 

7,  3,  7,  1,  7,  1,  7,  1 

Une  seule  réduite  satisfait  à  la  question  :  c'est  -• 
On  a  donc 

.r,^5,     ur-.i,     d'où     ^^[3q=5, 
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En  donnaot  à  u  la  valeur  —  i ,  on  aurait  les  solutions 
négatives 

•T  — —  39,     j-  =  — 39. 

4"  Soit  n  =  «4. 

a4^i+24><a3a;  + 4x23x4?  ^i-* 
ou 

6(23;-i-23)'  +  ii5o;^y'. 

3ar+  23,  I  i5o  et  _^  étant  premiers  entre  eux  deux  à 
deux,  on  peut,  si  l'équation  est  résoluble,  satisfaire  à 
l'équation  indéterminée  du  premier  degré 

_)'=;«( 2 X -H  23)  —  1  i5o«, 
où  /  et  j:  seraient  dus  valeurs  données  satisfaisant  à  l'é- 
quation du  second  degré,  et  n  et  «  des  indéterminëes. 

Substituant  cette  valeur  de  j  ,  on  a 

(n»  — 6)(ax-Ha3)'— 23oo««(ax  +  23)+ii5o'u»=:ii5o. 

Il  faut  que  n' —  6  soit  divisible  par  i  iSo;  or, 

34'~6  =  ii5o. 

Posons  donc  n  =  ^4  et  divisons  par  iiSo;  il  vient 

(aa;  +  23)'  — 68«(3^  +  a31  +  ii5o«»=i 
ou 

(2^  +  23-34'' )'-G«'=^i, 

ou,  en  posant  2X  =  23  —  ^4u^^±Ti, 

Les  solutions  de  cette  équation  sont  données  par  les 
réduites  de  rang  impair  dans  le  développement  de  ^ 
en  fraction  continue;  ce  sont  : 


=  1,  5,  49,  485, 

48o,, 

475a5,  470.'|49. 

4656965, 

=  0,  3,  ao.  198, 

,960, 

1940a,  192060, 

1901198, 

3-'l 

.->3±.r, 
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.r^=~ii,  25.  353.  35y;;,  Z5-o[),    353j85,  35oo383,    .... 
vci^^ia,  20,  3o4:  Sun,  3090S,   3oOo6o,  302978^,   ..., 

ituis 

v  =  3.',,  18:!,  tySt}.   17678 

r  =  3i,   1,18,    i5',6,    i53oa 

Laloi<lo  récurrence  pour  chacune  des  quatre  sérîosest 

9.  Démontrer ,  sans  se  servir  de  la  Table  des  nombres 
premiers,  r/ite  n*'  —  1  est  un  nombre  premier. 

:i"-.:^ai47'i83647, 

dont  la  racine  carrée,  â  une  unité  près,  est  4â34o. 

Jl  faut  démontrer  que  a"  —  1  n'cstdivîsible  par  aucun 
nombre  premier  inférieur  ù  4634o. 

Or,  a" — I  n'admet  que  des  diviseurs  de  la  forme 
62m-(-  i,et  comme  ils  doivent  diviser  aussi  2'^ —  2,  qui 
est  de  la  forme  ï* —  2i(^;et  n'admet  que  des  diviseurs  de 
la  forme  8m-(-i  et  Sm-hy,  les  diviseurs  de  2" — i 
doivent  être  de  la  forme  248m -i-  1  ou  24Sm  -+-  63. 

Il  y  a  1  .  ro  )=  '86  nombres  de  chaque  forme  infé- 
rieurs à  46340,  parmi  lesquels  on  peut  supprimer  ceux 
(juî  ne  sont  pas  premiers. 

Â  cet  effet,  je  représente  les  1 86  nombres  de  chaque 
série  par  son  numéro  d'ordre  1 ,  2,  3,  4.  ■  ■  ■ ,  1 8(J. 

Considérons  d'abord  les  nombres  -i^Sni  ■+- 1 , 

Soient  p  un  nombre  premier,  r  le  reste  de  la  division 
de  348  par  />,  et  n  le  numéro  d'ordre  du  premier  terme 
divisible  par  p  ;  ou  aura 

I  -h  nr  — -  nip     "ii     inp  —  nr  rr- 1 . 
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n  sera  donné  rapidecnt-iU   par  la   réduction  de  —  eu 

traction  continue;  ce  sera  le  numérateur  de  l'avant-der- 
iiière  réduite,  pris  avec  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant 

que  cette  réduite  est  de  rang  pair  ou  impair,  -  étant  la 

première.  S'il  est  négatif,  on  le  remplacera  parle  com- 
plément k  p.  On  elTacera  les  nombi-es  n  •+■  kp. 

Pour  les  nombres  24Sm  +  63,  il  faudra  multiplier 
cette  valeur  de  n  par  le  l'esté  de  la  division  de  63  par  p 
et  supprimer  le  multiple  de  p  contenu  dans  le  produit. 

En  opérant  ainsi,  et  ayant  égard  aus  nombres  pre- 
miers <|  263,  il  ne  reste  dans  la  première  série  que  les 
termes 

6,  II,  17,  51,  2^,  26,  ag,  3a,  35,  36,  4't 

45,  47,  5o,  59,  62,  60,  71,  74,  80,  81,  87, 

89,  ga,  95,  96,  io4,  io5,  110,  m,  116,  117,  130. 

ia5,  ia6,  i4'>.  '47.  iJo,  i55,  161,  1O2,  171,  17(1,  180. 

182,  18C, 

où  /(  représente  a^Sn  -h  1 ,  et  dans  la  seconde  série 

I,  j,  10,  II,  ao,  2a,  a5,  87,  ^6.  47>  5a, 
58.  Ga,  Gr>,  G8,  76,  S7..  85,  86,  gj,  ii3,  118, 
i-ii,   laa,  1^5,   i36,  137,   i4a,   i43,  i48.   i63,   166,  167, 


où  71  représente  248n-f-63. 

En  tout,  85  diviseurs  à  essayer. 

Si  l'on  écrit  les  pioduits  de  a48  par  les  neuf  premiers 
]ioinbres,  tous  ces  diviseurs  s'obtiendront  immédia- 
tement ou  par  l'addition  de  deux  nombres. 

Trois  seulement,  3ii,  i3o3,  1489,  donnant  des  quo- 
licnls  de  sept  chiffres,  on  vériûc  par  la  division  ordi- 
naire qu'ils  ne  divisent  par  2147 483647-  Pour  tous  le» 
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autres,  on  peut  opérer  par  logariilimes;  les  Tables  à 
7  décimales  donnent  avec  certitude  le  dernier  cliiffre  du 
quotient,  et  l'on  ne  conserve  que  les  diviseurs  dont  le 
dernier  chiffre  multiplié  par  le  dernier  chiffre  du  quo- 
tient donne  uit  produit  terminé  par  7. 

Cette  conditioH  n'est  remplie  que  par  les  nombres  sui- 
vants : 

I       5q53,      1760g,      18353,     ao3nq,     ai  i43, 
Diviseurs  . . .  l 

I     ajaSi,     29-61,     3a3o3,     40487. 

_      ,  l  36o73o,  i2iq53,  11700Q,  io5a73,  ioi55(i. 

Quotients...  1         '   ■*  y     -       /   ^.  /   .  J> 

'    7o"'7i     721^7,     66479,     ^3o4i- 

Les  preuves  par  9  et  par  1 1  montrent  que  le  produit 
de  l'un  de  ces  diviseurs  par  le  quotient  correspondant  ne 
peut  pas  ètn;  égal  à  21474^^647)  donc  ce  nombre,  n'ad- 
.  mettant  pas  de  diviseur  inférieur  à  sa  racine  carrée,  est 
un  nombre  premier.  c.  q.  f.  u. 

iVort.  —  Il  reste  à  rcianuUre  les  numéros  G  et  7. 


CORRBSPeKDANGB. 

Extrait  ri'iine  Lettre  de  M.  f/aillecourt, 
inspecteur  honoraire  de  t' Université. 

Le  principe  invoqué  par  M.  Barbarin,  dans  sa  IVott! 
'If  le  planimètre polaire  [voir  i'  série,  t.  XIX,  p.  21a), 
pourrait  s  énoncer  ainsi  (coir  la  figure)  : 

Pourvu  que  lî'A'=  lîA,  B  et  B'  étant  sur  une  même 
orconjei-ence  t/ui  a  C  pour  centre,  l'angle  ACA'  est 
invariable. 

"oiir  s'assui-er  de  la  fausseté  de  ce  prétendu  principe, 
"  "  «51  nécessaire  que  d'examiner  un  des  nombi-eux  cas 
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particuliers  qui  se  présentent;  prenons-en  deux  seule- 
ment. 

i"  Soient  A  cl  A'  à  l'infini;  ACA',  égal  n  l'angle  de 
VfAf  avec  IIA,  serait  égal  à  BClf,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  D'A' peut  tourner  autour  de  H',  sans  que  ni  It 
ni  A  soient  déplacés  ; 

2°  Si  r  est  une  circonférence  ayant  B  pour  centre, 
B*  se  confond  avec  B,  FCB=:o;  mais  A'CA^o,  sauf 
pour  le  cas  où  CA  est  tangent  à  F  ('). 

Reste  à  expliquer  coinincut,  en  partant  d'un  principe 
faux,  l'auteur  peut  arriver  à  la  démonstration  des  for- 
mules (7)  et  (8),  qui  sont  exactes. 


Ri-ponse  th  M.  Barbaiin. 

Je  reconnais  pleinement  la  justesse  des  critiques  de 
M.  Haillecourt,  et  il  suffit  en  cllct  de  jeter  les  yeux  sur 
isjig.  I  de  mon  Article  pour  reconnaître  que  le  dépla- 
cement fini  de  la  figure  dnjorme  l'aiiahle  ABC  ne  peut 
être  assimilé  à  une  simple  rotation  autour  du  [>oint 
fixe  C,  ce  qui  serait  vrai  si  la  figure  avait  une  forme 
invariable. 

Toutefois,  on  peut  voir  que,  au  point  de  vue  des  indi- 
cations du  planimètre,  tout  se  passe  en  effet  comme  si 
celte  rotation  seule  existait.  Je  me  permets  donc  de  vous 
donner  ci-après  la  nouvelle  rédactiou  d'après  laquelle 
mon  Article  devrait  être  conçu,  et  vous  prie,  etc. 

On  peut  passer  de  la  position  ABC  du  levier  à  la 
position    infiniment   voisine   A'B'C  par   une    rotation 

d'angle  ACA"  ^  </<o  autour  du    point    fixe    C,    suivie 
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d'une  translation  reclilignc  Â"  A' dans  le  sens  du  rayon 
ïecleur CA'( //g-,  i). 


I*  L'ellet  de  la  rotaliou  est  de  faire  tourner  les 
rayons  CA,  CO,  CB  de  l'angle  tlto  ;  donc,  en  employant 
les  mêmes  notations  que  dans  mon  précédent  Article 
(p.  ai2-2i5)  et  en  désignant  par  rfS  l'arc  de  cercle  00", 
on  a 


p' 


—  i»)—  ~  (n  +  ft)rfSc«sCOB; 


dans  ce  mouvement,  la  roulette  A  enregistré  la  quantité 
(ÎScosCoR  =  rf«,ctl'ona 

p'  —  =;  (<i'-)-c'^  b')  —  -[-(«  +  i)rfu. 

3°  Analysons  maintenant  l'elFet  de  la  translation  du 
point  A  suivant  A'A'.  Ce  mouvement  peut  lui-même  élre 
TOnsîdéré  (fiff.  a)  coiiiuie  la  résultante  d'une  translation 
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parallôle  qui  transporleraît  A"!!"  eu  A'B"*,  suivie  d'une 

rotation  autour  de  A'  qui  porte  enfin  A'B"'  suivant  A'B*. 

Fig.  5. 


Daus  la  translation  parallèle,  le  point  O  décrit  la  droite 
0'0"'=  A'A'  et  la  roulette  enregistre  un  nombre  égal 

Dans  la  rotation,  le  point  O"'  décrit  l'arc  0*0*  et  la 
roulette  indique  un  nombre  qui  est  précisément  la  lon- 
gueur de  CCI  arc;  donc  l'indication  toule  de  la  roultitte 
pour  le  passage  de  O"  en  O'  est  la  sonune  algébrique  des 

quantités  O"'»  et  (TO'"  sinO'''0^\". 

Désignons  un  instant  par  a  l'angle  CA^B"  et  par  P 
l'angle  A'CB";  l'indication  totale  dv  de  la  roulette  pour 
le  passage  de  O"  en  (V  est  donc 

da  étant  l'angle  bA%'.  Mais 

p^C.V=Licos?  +  (a  -t-c)cosa: 
donc 

dp  =  \' y  —  ^  b  sin^ct?  —  {a  +c)sinarf«, 
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donc 

*  =  - 

isln^si 

.rf?- 

(i  +  c) 

■in 

.<(.+ 

arf 

enfin,  dans 

e  triangle  cB" A" 

on  a 

donc 

_b__ 

a-^c_ 

rfi'  =  — 

a  -A-  i: 

?rf?- 

{a  +  c) 

sin 

•A  + 

o* 

par  conséquent,  en  déCnîtive,  riodication  de  la  roulette 
pour  le  déplacement  élémentaire  du  point  A  au  point  Â' 
est  la  somme  algébrique  du  +  dv.  L'indication  totale 
correspondant  au  secteur  plan  CPQ,  balayé  par  le  pla- 
nimètre,  est  par  conséquent 

a»ec  la  relation 

aire  CPQ  ^  (a'  +  c'  —  6»)  "'~'"'  -t-  (a  +  i)U. 

Admettons  maintenant  qu'on  fasse  décrire  à  la  pointe 
A  un  contour  fermé  quelconque.  Je  dis  que  l 'intégrale  V 
Mt  nulle.  En  effet 


/- 

--/'' 

'?<'? 

Or 

-(«+ 

c)/sin 

.<;.+ 

o/rf.. 

/- 

..*  = 

ï'- 

r'" 

/.in 

jlrfp  = 

;?- 

r'" 

donc 

h- 

.(r 

n!?- 

^0 

^)a 
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Or,  dans  lu  triangle  C  B'^V,  la  somme  des  deux  angles 
a,  p  est  toujours  inférieure  ou  au  plus  égale  à  n.  Donc  ces 
deux  angles  oscillent  nécessaire  ment  entre  zéro  et  uo 
ina\iaiuni  moindre  que  ^;  il  eu  résulte  (]ue,  lorsque, 
api'ès  avoir  décrit  complètement  le  contour  fermé,  la 
pointe  mobile  A  est  revenue  au  point  de  départ,  les 
angles  a,  ^  sont  revenus  à  leurs  valeurs  initiales,  et,  par 
conséquent,  l'intégrale  déQuic  V  est  nulle. 

Du  reste,  dans  l'appareil  de  M.  Amslcr,  CB"=  A'B"; 
donc  ix  =  ^etb  =  a-i-c.  On  a  alors 

et,  a  oscillant  forcément  entre  o  et  ^>  ou  a  encore  V^o. 

Par  conséquent,  suivant  que  ta  pointe  lixe  C  est  à 
l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  contour  fermé,  ou  a 


Pour  répondre  maintenant  aux  objections  de  M.  Hail- 
lecourt,  il  suffit  de  dire  : 

i"  Que  si  r    est   une  circonfé rentre    ayant   B   pour 

centre,  AC-V  vaut  BCB"  et  non  BCB',  qui  est  nul  en 
eifel,  la  i-otation  rfw  ayant  pour  résultat  d'amener  B 
en  B"  et  la  translation  A''A'  ramenant  B"  en  B. 

2"  Si  A  et  A'  sont  à  l'infini  (nous  sortons  ici  de  l'em- 
ploi pratique  du  planimètre),  comme  ils  sont  du  reste 
sur  le  même  rayon  vecteur  parallèle  à  l'asymptote  de  la 
courbe  T,  la  rotation  rfw  n'existe  plus,  et  l'augle  BCB* 
est  nul,  ainsi  que  ACA'.  Quant  à  l'angle  BCB',  il  est 
indéterminé,  la  ligne  D'A'  n'étant  plus  assujettie  qu'à 
être  parallèle  n  l'asymptote  et  le  point  B'  pouvant  être 
pris  eu  un  point  quelconque  de  la  circonférence  CB. 
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3°  Les  calculs  faits  plus  haut  expliquent  comment, 
en  partant  d'uu  principe  faux,  j'ai  pu  arriver  à  un  résul- 
tat exact,  puis(]ue,  en  appliquant  ce  principe,  j'étais 
conduit  à  négliger  des  quantités  que  l'application  du 
priacipc  vrai  fait  considérer,  mais  dont  l'ensemble  est 
sans  iutluencc  sur  le  résultat  final.  Ce  dernier,  dès  lors, 
doit  Être  te  même  daus  les  deux  cas. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  P'.  Jamvt. 

Eu  1874,  je  crois,  M.  Paîuvin  avait  proposé,  dans  les 
Nouvelles  Annales,  de  démontrer  que  les  quatre  hau- 
teurs d'uu  tétraèdre  sont  sur  un  même  hyperbolotde.  La 
démonstration  de  ce  tliéorèmc  se  trouve  daus  plusieurs 
Ouvrages,  notamiuent  dans  la  traduction  allemande  de 
l'Ouvrage  de  M.  Salmou.  Voici  cependant  une  démon- 
stratiou  qui,  je  crois,  n'a  été  publiée  nulle  part.  Vous 
voudrez  bien  l'insérer,  si  vous  jugez  qu'elle  puisse  inté- 
resser vos  lecteurs. 

Je  m'appuierai  sur  le  tliéorèmc  suivant  : 

Si  quatre  forces  se  font  ét/uilibre,  elles  sont  situées 
sur  un  même  kyperboloïde  ('). 

En  ellct,  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport  à 
une  droite  quelconque  doit  être  nulle.  Si  l'on  consi- 
dère, en  particulier,  une  droite  qui  rencontre  trois  des 
forces  considérées,  comme  les  moments  de  ces  trois 
forces  par  rapport  à  cette  droite  sont  nuls,  le  moment 
de  la  quatrième  est  nul  aussi,  et  par  fiuite  la  droite  ren- 
contre la  quatrième  force.  Ainsi  toute  droite  qui  ren- 
contre les  trois  premières  forces  rencontre  la  quatrième  ; 

(')  Proposé  comme  eierrîre  dans  l'Ouvmge  de  .M.  Garcel 
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c'est  dire    que  les   quatre  forces  sont  sur   un   même 
hyperboloïde. 

Cela  posé,  j'aurai  démontré  le  tliéorèine  si  je  fais  voir 
que  quatre  forces  dirigées  suivant  les  quatre  hauteurs 
d'un  tétraèdre  et  proportionnelles  aux  faces  opposées  se 
font  équilibre.  Or,  si  l'on  projette  les  quatre  faces  d'un 
tétraèdre  sur  un  plan,  et  qu'on  donne  à  la  projection 
d'une  des  faces  le  miïinc  signe  qu'au  cosinus  de  l'angle 
que  fait  une  même  direction,  prise  sur  une  droite  per- 
pendiculaire au  plan  de  projeeLioii,  avec  la  direction  de 
la  hauteur  correspondante  qui  va,  par  exemple,  du  som- 
met du  tétraèdre  à  celte  face,  on  volt  que  la  somme  algé- 
brique de  CCS  projections  est  nulle.  Or  cette  somme  est,  à 
un  facteur  près,  la  somme  des  projections  des  forces  cou- 
sidérées  sur  l'axe  du  plan  de  projection.  Donc  la  somme 
des  projections  des  quatre  forces  sur  un  axe  quelconque 
est  nulle. 

Il  eu  résulte  que ,  si  l'on  construit,  par  la  métliodc  de 
Poinsot,  la  résultante  générale  et  le  couple  résultant  des 
forces  considérées,  ou  trouvera  que  la  résultante  géné- 
rale est  nulle. 

Je  dis  que  le  moment  du  couple  résultant  est  aussi  nul. 
En  effet,  soit  ABCD  le  tétraèdre.  La  somme  des  moments, 
par  rapport  à  l'arête  AB,  des  deux  liaulcurs  issues  des 
sommets  A  et  B  est  évidemment  nulle.  Si  l'on  désigne 
par  Si  l'aire  de  la  face  ABC,  par  et  l'angle  dièdre  des 
deux  plans  ABC,  ABD,  par  A,  la  hauteur  issue  du  som- 
met D,  le  moment,  par  rapport  à  AB,  de  la  force  dirigée 
suivant  cette  hauteur  est,  au  signe  près,  KS|A|  cota.  Le 
moment  de  la  force  issue  du  sommet  C  ^cst,  encore  au 
signe  près,  KS»/isCota,  S»  désignant  l'aire  de  la  face 
ABD,  hi  la  hauteur  corrcspondaute. 

Si  maintenant  l'on  remarque  que  ces  deux  moments  sont 
de  signes  contraires  et  que  Si  Ai  =  S^hi^Wen  résulte  que 
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la  sonimf!  des  moments  des  quatre  forces  par  rapport 
à  AB  est  nulle;  il  en  est  de  même  de  la  somme  des 
moments  des  forces  par  rapport  à  AC  et  à  BC. 

Si  donc  l'axe  du  couple  résultaut  n'est  pas  nul,  il  doit 
être  dirigé  perpendiculairement  à  la  fitce  ABC;  mih  il 
doit  aussi  être  perpendiculaire  aux  trois  autres  faces  du 
tétraèdre,  ce  i^ui  est  impossible.  Il  faut  donc  admettre 
qu'il  est  nul. 

Remartjue.  —  Le  théorème  que  je  viens  de  démon- 
trer peut  encore  servir  à  démontrer  le  suivant,  qu'on 
donne  souvent  comme  exercice  de  Mécanique  : 

Si,  aux  centres  de  gravité  desfacen  d'un  tétraèdre, 
on  applique  quatre  forces  perpendiculaires  à  ces  faces 
et  proportionnelles  à  leurs  aires,  telles  se  font  équi- 
libre. 

En  effet,  les  centres  de  gravité  des  faces  d'un  tétraèdre 
sont  les  sommets  d'un  second  tétraèdre  liomotliétique  au 
premier  par  rapport  n  son  centre  de  gravité. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Gambey. 

Permettez-moi  d'attirer  l'attention  de  vos  lecleurs  sur 
un  mode  de  description  des  courbes  du  second  ordre 
qui  me  semble  peu  connu. 

Soient  deux  droites  rectangulaires  indéfinies  HI,  KL, 
qui  se  coupent  en  P.  Prenons  deux  points  fixes  A  et  B 
sur  la  première  et  un  point  quelconque  C  sur  la 
seconde.  Traçons  AC  et  BC  :  élevons  en  A  une  perpen- 
diculaire sur  ACqui  coupe  BC  en  M,  et  sur  BC,  au  point 
B,  une  autre  perpendiculaire  qui  coupe  C  A  prolongée  en 
M'  :  si  le  point  C  décrit  la  droite  KL,  les  points  M  et  M' 
décrivent  deux  coniques  de  même  espèce.  Cette  espèce 
dépend  des  positions  relatives  des  points  A,  B  et  P. 

Aiin.  rie  MalUémal..  l'^ùi  !<■.!.  XX.  [Juin  >'4»i.}  l8 
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Supposons  li'ahord  le  point  F  t-ii  dcliors  du  segment 
AB  et  il  gauclie  de  A.  Les  deux  coniques  sont  alors  des 
ellipses  ayant  la  drolle  AB  pour  axe  commun.  Les  foyers 
de  la  première  sont  sur  AB;  ceux  de  la  seconde  sur  une 
perpendiculaire  à  AB.  Elles  sont  inégales,  mais  elles  ont 

la  même  excentricité  W  ^'  Si  l'on  pose  AB  =  aa,  et 

qu'on  appelle  a£,  sb'  les  longueurs  des  axes  dirigés 
selon  la  perpendiculaire  it  AB,  -jc  et  21/ les  distances 
focales,  on  a  les  relations 

bb'  =  (i'.     i  — -I^— i.. 

Si  le  point  P  s'éloigne  indéfiniment  de  A,  l'excentricité 
tend  vers  zéro,  et  les  deux  coniques  tendent  à  se  con- 
fondre en  un  cercle  qni  a  pour  diamétnt  .\B.  En  effet, 
pour  AP^oo  ,  les  deux  droites  AC  et  RC  sont  paral- 
lèles, et  A.Vl  est  perpendirulaïre  sur  BC. 

Supposons  maintenant  le  point  P  entre  A  et  B.  Les 
deux  coniques  sont  alors  des  hyperlioles  ayant  le  même 

axe  focal  AB.  L'excentiicilé  de  la  première  estl/^u, 

celle  de  la  seconde  V/  tu'  *-''-'*  rapports  sont  égaux 
quand  le  point  P  est  situé  au  milieu  de  AB,  et  les  deux 
hyperboles  se  confondent  en  une  seule  qui  est  équihc 
tère.  Quand  le  point  P  parcourt  le  segment  AB,  on 
obtient  donc  deux  fois  toutes  les  hyperboles  qui  ont 
leurs  sommets  léels en  A  et  B. 

Le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre  coupe  KL 
en  deux  points  C|  et  C^  ;  les  droites  BC| ,  BC^  donnent 
les  directions  des  asymptotes  de  la  première  hyper- 
bole, et  les  droites  AC,,  ACj  celles  des  asymptotes  de  la 
seconde. 

Si   l'on  appelle  encore  5/'*/^^,  ■>-l>'<j'^~i     les  axes. 
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Imaginaires  et  2C,  3 r' les  distances  focale!!,  on  a  les  rrla- 


Supposons  «iiGii  que  le  point  B  s'ûloigne  indéiini- 
ment  du  point  A,  qui  reste  lîxc,  ainsi  que  le  point  P. 

L'excentricité  t  /  ^yp  tend  vers  i ,  et  l'ellipse  et  l'Iiyper- 
bole  lieux  des  points  M  tendent  toutes  deux  à  se  con- 
fondre en  une  parabole  unique,  dont  le  sommet  e^t 
CD  Â  et  dont  l'axe  est  sur  AB.  Si  l'on  fait  AB  =:  oo  ,  et 
qu'où  pose  AP  =  ^;>,  l'éqnation  de  la  parabole  sera 
^'  =  ±  2/>x,  suivant  que  te  point  P  sera  à  gauche  ou  à 
droite  du  point  A.  Dans  ce  cas,  le  point  M  est  l'intersec- 
tion de  la  perpendiculaire  élevée  en  A  sur  AC  et  d'une 
parallèle  à  la  droite  HI  menée  par  le  point  C. 

Ainsi,  quelle  que  soit  l'espèce  de  la  conique  à  décrire, 
la  construction  reste  la  même. 

P.  S-  —  Ce  qui  précède  m'a  été  suggéré  par  l'examen 
«l'un  cas  particulier  de  la  question  suivante  : 

Soient  pris  deux  points  fixes  A  ef  B  sur  une  ellipse.  On 
trace  par  A  une  sécante  quelconque  qui  coupe  de  nou- 
veau l'ellipse  en  C,  on  trace  BC  et  l'on  élève  en  B  une 
perpendiculaire  sur  BC.  Cette  perpendiculaire  coupe 
AC  en  M  :  lieu  de  M  ? 

On  trouve,  dans  le  cas  général,  une  équation  du  qua- 
trième degré,  décomposaMe  en  trois  facteurs,  dont  deux 
représentent  la  droite  AB  et  la  perpendiculaire  à  cette 
droite  au  point  B,  et  l'autre  une  conique. 

Le  cas  particulier  est  celui  où  les  deux  points  A  et  B 
*ont  aux  extrémités  d'un  axe.  Alors  la  conique  elle- 
même  se  change  en  une  droite  perpendiculaire  sur  AB. 
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NOTE  REUTIV8  \  U  QUESTION  1210 

(  .olr  .- .*rl.,  1.  IVl.  p.  s.<)i 

P\n  M.  V.  HIOUX. 


Trouver  l'enveloppe  d'une  sphère  qui  coupe  orthv- 
gonalement  une  sphère  Jixe  donnée  et  qui  demeure  tan- 
gente à  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  d'une 
surface  à  centre  du  second  degré  également  donnée. 

La  solution  publiée,  a'  série,  t.  XVI,  p.  5a3,  est  très 
simple  et  1res  éléftantc,  mais  plJc  n'est  pas  complète. 

Nous  nous  pr<>]K)soiis  de  reprendre  cl  d'acliever  la  so- 
lution  du  probléiuc.  Etalilissoiis  pour  c*'la  quelques  pi-é- 

I.  Si  un  rônc  du  second  degré  a  pour  équation 

Mj-'-i-Ny*+p5'-i-...  =  o. 

pour  que  ce  cône  soit  capable  d'un  trièdre  ayant  s*-s 
arêtes  paralIcU-s  à  trois  diainèti'tss  conjugués  d'un  ellip- 
soïde ayant  pour  demi-axes  a,  h,  c,  il  faut  et  JI  suffît  quu 
l'on  ait  la  relation 

^i|  Mrt'  +  NA'-hPc'-o   Cl- 

II.  Appelons  (D)  une  déférente  anallagmatique,  (S) 
la  sphère  directrice  de  centre  O  et  de  rayon  R,  (P)  le 
plan  tangent  au  centre  de  la  splicre  variable  £  dont  on 
cherche  l'enveloppe. 

Du  point  O  abaissons  sur  le  plan  (P)  la  perpendicu- 
laire 0[t',  qui  rencontre  2  en  m  et  m*,  points  équidi- 

(',  \oiivflles  Annales,  •••  s.^rir,  t.  ri,  p.  ^jf,. 
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siattts  du  [jl'.  Oii  sait  que  m  ki  m'  sont  les  poiiils  di:  i 
tact  de  S  et  de  son  enveloppe. 
Sur  0[j,',  mai'quons  un  pitîiil  jjl  le!  que  l'on  ail 


Le  point  [Jl  étant  le  pôle  du  plan  (P)par  lappui-t  à  (S), 
lelieu  du  poiut  p.  est  la  polaire  récipi-oquc  (ly)  de  (Dl 
par  rapport  n(S).  Or,  si  l'on  désigne  par  a:,  j,  s  les  rooi 
données  du  point  m,  et  par  ocf,y\  z'  celles  du  poiut  |X, 


X 

-^ 

nRV 

+  R' 

J- 

^ 

2R»S 

H-K' 

Ces  formules  sont  de  M.  Darboux  {^itnaies  de  l'École 
Normale,  1 864  )■  On  peut  d'ailleurs  les  établir  comme  il 
suit  : 

Les  coordonnées  du  point  m  étant  x,  ^  ,  s,  celles  du 
point  #7/  sont 


Le  plan  (P},  perpendiculaire  sur  0/h  et  également  dis- 
tant de  m  et  de  m',  a  pour  équation 

Le  même   plan    (P)   est   le   plan  polaire   du   point 
[*1  j/,^',  z')  par  rapport  à  la  sphère  (S),  représentée  par 
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Ou  a  donc  encore,  pour  l'équation  du  plan  (P), 

Eu  idcDliOant  ces  deux  équations  du  même  [dan,  un 
ublient  les  formules  (  2  ). 

m.  Lorsque  la  déférente  (A)  est  une  suH'ace  du  se- 
cond ordre,  on  peut  toujours  supposer  son  équation  ra- 
menée à  la  l'orme 

(D)  ^ A^'-t-  A'/'  +  AV  -f-  2Cx  +  3C> -r- 2C"j  -  F  ^  o. 

Alors,  si  l'on  ^msc 

(-;»       c'i       (-n 

la  polaire  lécïproque  (D*)  de  (D)  par  rapport  à 
est  représentée  par  l'équation 


-c^ 


Cw'      C'v'       C'^'       „,\' 


L'emploi  des  formules  (a)  donue,  pour  l'ëquatioii  du 
la  cyciide, 

Si,  dans  celte  équation,  on  pose 

le  premier  niL-inbrc,  après  suppression  du  facteur  com- 
mun 4.  devient  identique  à  celui  de  (D*)  débarrassé  des  ac- 
cents de  Xjjf,  r.  Donc  la  c-vclide  passe  par  la  courbe  sphc- 
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(  ^7<1  ) 
rique  d'intersection  de  (S)  et  de  la  [xtlairu  r«cipi'(M|ued(t 
la  dt'férente  par  rapport  à  (S). 

IV.  Ces  préliminaires  posés,  nous  indiquerons  siin^K- 
ment  ]a  marche  de  la  solution. 

Prenons  pour  axes  coordonnés  trois  droites  rectangu- 
laires OX,  OY,  OZ  parallèles  aux  axes  an,  aA  et  ac  de 
l'ellipsoïde  donné. 

Soit  M  (a,  3,  y)  le  centre  d'une  sphère  variable  S  cou- 
pant orthogonalenient  la  splière  directrice 

(S)=;^'  +  7'  +  =''-R'--y. 

L'équation  de  S  est 

/{x,  y,  s)  =  :r'  +  /'  +  3*  _  aaa'  -  2  ^y  _  a-f  5  +  K't^  o. 

Soit  C(x,  ,j',,  j;|}lecentrederellipsoide,  et  soit  P^u 
le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  n  S. 

Le  c6ne  de  sotnoiel  C  circonscrit  à  S  a  pour  équation 

en  représentant   par^i    le  premier  membre  de  y  pour 
Les  coeflicients  des  termes  ena:^,_j'  et  3*  sont 

/.-(^,-«)',   /.-(.n-?)',   /.-(=.-■/)'. 

En  les  multipliant  respectivement  par  «',  A*  et  c*,  puis 
ajoutant,  on  doit  avoir 

(««  +  6.  +  c')/i-a'(-^i-«)'-^'(.>-.-?)'-c'(-.-vl'^o. 

Cette  équation  représente  le  lieu  du  point  M.  Elle  est 
du  second  degré  en  a,  fS,  -'  et  ne  renferme  pas  les  rec- 
tangles de  ces  variables.  On  est  ainsi  ramené  au  problème 
traité  au  g  III. 
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SOLUTIONS  DB  OUKSTHINS 
PROPOSÉES  DANS  LES  KOUVBLLBS  AKNALBS. 


Question  329 

><>lTi'-|«rlt,  I   SV,p..1«1); 

Par  m.  a.  GE.NEIX-MARTIN. 

Dans  une  progression  géomélrii/ue  de  quatre 
termes,  on  donne  la  somme  des  antécédents  et  la 
somme  des  conséquents  :  trouver  ces  termes  sans  opérer 
d'élimination. 

Voici  une  solution  plus  stuiple  que  celle  qui  est  don- 
née, i"  série,  t.  XV,  p.  3o3. 

a,  b,  c,  d  étant  les  quati-e  termes,  tf  la  raison,  on  a 

b^^aq,    c=^aij*,    d—aq*: 
un  a  aussi 


ut 

m  el  H  «tant  des  nombres  donnés,  d'où 

uy\A-q-rq^)-m.     aq(i^./^q^) 
Divisant  membre  à  inembn.-. 


f'    ™" 
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(l  =^  a'/*  -. 


Queslion  1308 

(tolf  .-^*rl^l.  ïïll.  ,.  !4ï): 

Pau  m.  MORET-BLANC. 

Soient  O  u»  point  fixe  dans  un  plan,  M  un  point 
ifui  se  meut  dans  ce  plan,  MV  la  vitesse  à  un  instant 
tfuelconque,  MU  l'accélération.  Démontrer  i/ue  l'aire 
du  triangle  OMU  mesure  la  dérivée  de  l'aire  variable 
du  triangle  OMV  pai-  rapport  au  temps. 

(LlISAHT.) 

Soient  S  l'aire  du  triangle  OAIV,  S' sa  dérivée  par 
rapport  au  temps  cl  Af  un  temps  très  petit  que  nous 
l'eroQS  tendre  vers  zéro.  Prenons  sur  MU  !a  lon- 
gueur MUi  =  MU .  Al  ;  construisons  le  parallélogramme 
MVV.U,  et  le  triangle  MOU,.  Ou  a 

OMV,  -  OMV 


C.   Q.   ¥.   D. 

SoU.  --  La  m^nie  question  a  i;t^  résoiiie  par  MM.  G.  Bardelli,  à 
Milm:  C.  Iterf>maDs,  rëpéliteur  à  l'Krole  du  G^nie  rivit  ite  Gand: 
J.  Kraotz:  L.  JulMard;  Larombe,  i  Bar-sur-SeJne:  E.  Fauquembergue. 
maître  répétitenr  au  Ivréu  rie  Sainl-Quentin. 
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Question  1357 


Pab  m.  a.  AIGNAN, 
Élève  du  lycëe  Henri  IV  (classe  de  M.  Macé  de  Lëpinay). 

ABC  étant  un  triangle  donné,  on  joint  ses  sommets 
à  un  point  O  de  son  pian  par  des  lignes  droites  qui 
déterminent  sur  les  côtés  du  triangle  six  segments  : 
trouver  te  lieu  du  point  O  pour  lequel  le  produit  de 
trois  segments  non  consécutifs  est  constant. 

(BAitBARin.) 

Nous  p^endrODS  comme  axes  de  coordonnées  deux  des 
c6tés  du  triangle.  Soit  O  un  des  poiiils  du  lieu  tel  cjue 
les  points  A',  B',  C,  obtenus  en  joignant  O  aux  trois 
soniniels  et  prolongeant,  donnent 


L'é<}uation  de  CC  sera,  a,  À,  c  désignant  les  trois  ca- 
lés du  triangle, 


et  les  coordonnées  du  point  O  satisfont  à  ces  deux  équa- 
tions. 

De  ces  deux  équations  on  tire 

—     ^.>'  __  f-g  +  tf  V  —  «'■ 

On  a  du  reste 

mnp  -  (a  —  niWh  -  -  n\{ i:  —  p ). 
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d- 

)U 

(«  — 

«H« 

— /*)* 

inp  +  {o 

-» 

)(»-/>) 

0. 

Remplaçante 
obtient 

iM/jp.r 

lesv 
bc 

alcurs  tr 

r 

tj;  + 

"07' 

M 

l'équation  Au. 

lieu  est 

/. 

abc.Ty{c.r 

+  I7.V 

-orl 

(a  — x)(c-/)(cj-  +  av) 

Lu  lieu  est  du  troisième  degré  et  présente  truîs 
directions  asymptotîques ,  les  directions  des  côtés  du 
triangle. 

Le  coefficient  des  termes  en  x',  ci^ahcy  —  lic-\-  A^j), 
égalé  à  zéro,  dunnc  l'asymptote  parallèle  à  Oa:, 

^  •         abc  +  A- 

On  aura  de  même,  pour  l'asymptote  parallèle  à  Oj , 


(3) 


ka 


Par  raison  de  symétrie,  nous  aurons  une  troisième 
asymptote  parallèle  à  AC  et  son  équation  sera 


(4) 


'  abc  -\ 


en  prenant  BC  pour  axe  des  Xi  et  AC  pour  axe  des 
y\.  On  voit  de  plus  que  la  courbe  passe  par  les  trois 
sommets  dn  triangle  et  que  les  tangentes  en  ces  points 
sont  parallèles  aux  cùlés  opposés. 

Déterminons  la  forme  de  la  courbe  suivant  les  valeurs 
dejt. 
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Phemiérb  Pabtib  ;  A:  >  o. —  Pour   un  point  prU  A 
rintvrieiir  du  triangle , 


"H<-  —  /)(t^' +  «_>■) 


On  peut  avoir  des  poinU  du  lieu  à  l'intérieur.  ]!  esl 
aisé  de  voir  qu'il  n'y  en  aura  pas  toujours,  k  peut  varier 
de  o  à  -h  3o  ,  el  le  produit  des  trois  segments,  quand  O 
est  à  l'intérieur  du  triangle,  ne  peut  dépasser  un  maxi- 
mum, qui  est  atteint  lorsque  O  est  le  centre  de  gravité 
du  triangle.  En  cllut, 

mnp(a  —  m)[b  —  n)(c  —  p)  =  k^ 

en  valeur  absolue,  et  ce  produit  sera  maximum  quand  les 
produits  deux  à  deux  seront  maxima,  car  ils  le  sont  en 
même  temps  pour  fn  =:  a  —  m,n^b  —  n,p  =  c  —  /',ce 
qui  donne  bien  pourO  le  point  de  concours  des  médianes. 

Dans  ce  cas,  k^  -5--  Donc,  suivant  que  A' sera  inférieur, 

supérieur  ou  égal  s-ô-j  on  aura  les  trois  dispositions 
du  lieu  (1)  (2),  (3). 

Dans  V:  cas  particiilier  de  k  =^  ~^i  le  point  de  cou- 
cours  des  médianes  est  le  seul  point  du  lieu  qui  soît  à 
rinlérieur  du  triangle;  pour  k  >  -^-t  il  n'y  a  plus  de 
points  de  lieu  à  l'intérieur. 

Si  k  croit  au  delà  de  toute  limite,  la  courbe  se  réduit 
ii  troi»  droites  indéfinies  menées  par  les  sommets  du 
triangle  parallèlement  aux  côtés  opposés. 

Bemafijiia  I.  —  On  obtient  ainsi  tous  les  points  du 
plan^  sauf  ceux  qui  sont  compris  dans  les  angles  oppo- 
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ses  j>ar  le  sommet  h  ceux  dii   triangle  et  ceux  tlc' 
FIB-   '. 


ti-îatiglus  \B|C,  CA)B,  BC|A  formés  par  les  côtés  du 
triangle  proposé  et  les  parallèles  menées  parles  som- 
mets parallèlement  aux  côtés  opposés. 

Seconde  Partie  ;  A  <  o.  —  On  peut  se  rendre  compte 

du  double  signe  que  doit  prendre  k.  JVous  compterons 

Fie  ■'• 


positivement  les  segments  dans  le  sens  des  tlèches. 

Ponr  un  point  de  l'intérieur  du  triangle,  les  trois 
segments  OA',  AB',  BC  sont  négatifs,  leur  produit  est 
négatif,  et,  comme  (■)  donne  ee  produit  changé  de  signe, 
dans  (t),  il  faut  A  ;>  o  ponr  tout  point  à  l'intérieur  du 
triangle  ainsi  que  pour  toutes  les  régions  examinées  dans 
la  première  Partie, 

Prenons  an  contraire  un  poiut  0|  dans  une  des  ré- 
"ions  qu'il  nous  reste  h  examiner. 
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(  sWi  ) 
On  a  les  trois  segments  CA', ,  AB',,  AC, ,  fjui   sont 


atTcctés  des  signes  — ,+,  — .  Leur  produit,  changé  du 
signe,  sera  bien  négatif,  ce  qui  exige,  dans  (i).  X<;o. 

Cette  notation  du  produit  est  arbitraire^  mais,  une 
fois  que  nous  avons  fait  une  hypothèse  sur  fi  pour  la 

Fin.  4. 


première  Partie ,  la  discussion  de  la  seconde  s'en  déduit 
forcément. 

Nous  supposerons  doue  A'<;o  et  nous  mettrons   le 
signe  en  évidence. 
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,  pour  asyinplolo  parallùle  h  Ox, 


Les  autres  se  déduîsuni  de  celle-là  par  analogie  : 
1°  Supposons  k<^abc.   ïa:  lieu  passe  loujours  par 
les  points  A,B, C,et  on  a  la  courbe- représentée  par  la 

/'si- 

2"  A  =:  abc.  Les  braticlies  inlînies  du  lieu,  ainsi  que 


Fis.  / 


leï  asymptotes,  se  sont  éloignées  à  l'iniini  dans  le  sens 
négatif. 

3"  k"^  abc.  Si  A  =  aie -H  E,  les  asymptotes  passent 
à  -f-00  relativement  à  chaque  côté,  et,  lorsque  A' dé- 
ci-oil,  elles  ser  approchent  des  sommets  du  triangle  paral- 
lèlement aux  càtés  opposés. 

Enfin,  pour  k  tendant  vers  —  00 ,  les  asymptotes 
deviennent  les  parallèles  aux  côtés  du  triangle,  menée» 
par  les  sommets  opposés. 

C'est  le  cas  limite  de  la  première  Partie. 
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Kn  rt-simie,  [loiir  k  rroissanl  de  —  v;  h  -^  se  .  Ir  lieii 
Fig.  H. 


V4 


passe  par  tous  les  points  du  plan  une  fois,  et  une  fois 
seulement. 

Remarijttfi.  —  Dans  le  cas  où  le  lieu  a  une  courbe  k 
l)ranches  fermées,  ci-ttc  courbe  nVst  pas  coupée  par  les 
asymptotes,  car  le  lieu  est  du  troisième  degré  et  ne 
peut  être  renconlré  eu  plus  de  trois  points  par  une 
droite  quelconque. 

JVole.  --  La  mime  question  a  iU  résolue  par  MM.  A.  Baron,  élite 
du  lycée  Heari  IV;  A.  <l«  Vauvineux,  é1«<rc  du  lycée  de  Grenoble: 
E.  Pccquery,  élève  du  lycée  du  Havre;  E.  Fauquembergne,  malin: 
Tépélileur  au  lycée  de  Saint-Quentin;  L.  Fulcrand,  boursier  t  U 
Faculté  de*  Sciences  de  Dordeaui:  H.  I^i  et  Morel-BUnc. 
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SUR  US  PROPRIÉTÉS  PRINCIPALES  DES  POVERS  DBS  GOlIRIRS 
W  SBCO?iD  BBURKBT  SUR  Ll  DÉTBRNINiTIO!!  Alli4L¥TIQUE 
Dl  CES  POINTS; 

Par  m.  le  D'  A.  LETNIKOW, 

l'rofesseur  i  ]'Èra\e  impi^riule  technique  île  Moscou. 

1 .  Kous  supposei-uiis  cjue  la  couibc  du  second  degri: 
rapportée  aux  coordonnées  rcctiligncs  «quelconques  est 
représentée  par  l'équation  générale 

(I)     /(X,,V  Vj-'    hlt,.:v    hCl-'-r^n^i-   +-|i_y  +  F=:0. 

Soient  Xi,;}  ,  les  coordonnées  inconnues  d'un  foyer, 
et  appelons  p  le  rajon  vecteur  mené  du  foyer  au  poiut 
quelconque  de  la  courbe  donnée^  en  a<loptaat  la  déSni- 
iSon  connue  des  foyers  indiquée  parKuler,  nous  aurons 

où  M,  IN  et  Q  sont  les  coeltiuienis  n  délerminer,  avec  la 
couditiun  que  la  fonction  linéaire  représentant  le  rayon 
vecteur  doit  avoir  la  valeur  positive  pour  tous  les  points 
de  la  courbe  donnée. 

On  démontre  très  l'acîlemeut  que  les  foyers,  comme 
les  déQuit  Eulcr,  n'existent  que  dans  les  courbes  du  se- 
cond degré. 

Pour  la  commodité  des  calculs,  nous  représenterons 
dans  la  suite  la  fonction  linéaire  cî-dessus  sous  la  forme 

(a)  ?  :    \l{a--.,-„    ;-N(.r  -,Vl)  -  K. 

L'équation 

ou  X  et  j-  sont  les  coordonnées  courantes,  ri^présentcra 

4,ia.d<-  Mulhémal..  >' ^ôtw..  l.  XX  .  (JuiJIelDlXl.}  I9 
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une  droite  nommée  directrice  de  la  courbe  du  second 
degré.  La  distance  S  d'un  point  quelconque  de  la 
coui'be(i)  n  la  diri'ctt'ice  (3)  sera 

S:-.V[M(^-x,)  +  N(v-v,)  +  K], 


V/M'-T-N'— aMNcose 

6  étant  l'angle  des  axes  des  coordonnées;  d'ailleurs, V>-  o. 
On  aura  donc 


OH  e  est  une  constante  positive  que  Von  nomine  excen- 
tricité de  la  courbe  {)). 

2.  Il  est  évident  qu'en  général  la  directrice  ne  coupi; 
pas  la  courbe,  car  autrement,  pour  le  point  d'intersec- 
tion, on  aurait  S  =;  o,  et,  par  conséquent,  fi  =  o,  et  Je 
foyer  (j?,,;;^)},  dans  ce  cas  singulier,  serait  situé  sur  la 
courbe.  Le  lieu  géométrique  déterminé  par  la  condition 
p=:£Ô  se  réduirait,  dans  ce  cas,  au  système  de  deux 
droites  concourantes  au  ]Kiint  foyer  et  formant  avec  la 
directrice  de  deux  côtés  un  même  angle  cp  déterminé  par 

l'égalilé  E  =  -i—  ■  L'expression  du  rayon  vecteur  serait 

alors 

?■-  M(^_^.)-,-N(r-j,). 

Laissant  de  côté  ce  cas  exclusif,  qui  ne  présente  pas 
d'intérêt,  nous  admettrons,  dans  la  suite,  que  la  direc- 
trice ne  coupe  pas  la  courbe. 

3,  Menons,  parle  foyer  F|,(xi,j',  ),  une  droite  paral- 
lèle à  la  directrice;  il  est  évident  que  sur  cette  droite  il 
y  aura  deux  points  L  et  L' du  lieu  considéré,  ces  points 
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-7.)  = 

o, 

=/;,(^ 

,1 

comme 

pa 

(  ay  ) 

uLant  déterminés  par  leurs  distaiicQS  du  foyer 

FL^FL'^îD, 

où  l)  est  la  distauce  du  loyer  à  la  directrice.  La  corde  LL' 
est  divisée  par  le  point  F  eu  deux  parties  égales;  donc 
son  équation  est 

\,  (X -»,,-►•  Y,  (.,- 
uù 

X,:r,/;,(^„J,,      ..l      ï 

L'équation   de    la    direetriec    cooinie    parallèle 
corde  LL'  pourra  donc  s'écrire  sous  la  forme 

où  k  est  une  constante  inconnue.  La  comoaraison  de 
l'équation  [4]  à  l'équation  (3)  nous  donne  les  relations 

M  -XX,.     N-XY,,     K  — XX, 
\  étant  un  facteur  |K)5itif  ou  négatif.  On  aura,  de  plus, 

(5)  p  =  X[X,(j.--jr,)  H- Y, (/  —  /,)+*]. 

Le  signe  de  X  sera  déterminé  par  la  condition  que  p  doit 
Être  positif. 

i.  Si>il.M,{x,jf  ).uii  point  quelconquede  notre  courbe: 
menons  le  rayon  vecteur  FM  et  supposons  qu'il  coupe  la 
courbe  en  un  autre  point  JV,  {j^',  y)\  nous  devrons  avoir 

\  FM  :x:  X[X.(^  -  ^>)  -y-  V,(.»-,v,  )  -^  A], 
\  Fîi=X[X,{x'-j;)  +  \,{y-y,)  +  /-l 
L'équation  de  la  corde  MN  passant  par  le  poiut  F  est 
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a.  ûtanl  l'aiiglu  formé  pai-  cfUo  droilc  avec  l'axe  des  Jr, 
r  la  distance  positive  ou  négative  Aa  deux  points  [xyj  ) 
ol(x,,  j,)i  '^^  prenant /■>  o  si  Ton  a />j„  et  en  ad- 
ineltant  /-^o  si  le  point  [x,y)  est  situé  sur  la  droîti- 
eonsidérée  du  i:ôt«  où yc^yi.Qn,  aiirad'aitliHirs,conini<: 
ou  sait,  cette  relation  entre /i  et  y  ; 

/>'  -i-  1/*  -(-  ■ipi]  lîosO  —  i. 
Supposons  que  le  point  M,  (x,j^'},  de  la  courbe  e^t 
situé  sur  la  droite  (  7),  du  côté  oùjr  ~^jt  ',  alors  on  aura 


Il  serait  facile  de  faire  voir  que  l'autre  point  d'inter- 
section IV,  [jL'',y),  ne  pourra  pas  se  trouver  sur  la 
droite  (7)du  niËnicrôtédu  point  F  comme  le  pointM, 
c'est-à-dire  du  côté  où^^yi,  car  l'égalité 

FiN  =  -!^-^  =_  -ï—^Ji 

nous  conduirait  nécessairement  à  la  conclusion  que  le 
polni  N  coïncide  avec  le  point  ^1.  Donc,  sï  nous  considé- 
rons les  p>iuls  de  la  courbe  pour  lesquels  le  rayon  vecteur 
s'exprime  par  la  fornmle  (  5 },  nous  devrons  supposer  (juo 
l'autre  point  d'intersection  i\,  s'il  existe,  se  trouve  sur  la 
droite  (6)  du  coté  du  point  F  où  y  "} ,,  et  nous  au- 
rons, par  conséquent, 

L'éllnn'nation  de  x  et  j  et  de  j/  Qiy  des  formules  ((>  i 
au  moyeu  des  égalités  (8)  et  ((;)  nous  donne 

FM,--X[     (\,/>   ,-Y,7)FM-r-A], 
FN  -.X[-(X,/.  .   V,7)FN    )  A]. 
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Ëii  éliminant  ciisuilc  X)/>  +  V,*/  entre  ces  duux  équa- 
liijus,  nous  aurons  l'expression  d'nn  llicorème  connu, 


(.o) 


FM  ^  F^  " 


savoir,  que  la  moyenne  h arnionitiue  entre  les  deux  seg- 
ments déterminés  par  le  foyer  sur  une  corde  focale  est 
constante. 

Si  d'ailleurs  nous  appliquons  légalité  (lo]  à  la 
i»rde  LL',  dont  la  longueur  LL':=  aPest  ce  qu'on  ap- 
pelle le  pnramf-trn  de  la  cour-]>e,  nous  verrons  que  la 
t-oiistanle  de  la  deniière  équation  est  égale  à  ^jt  cl,  par 
conséquent,  le  deiui-paranièlr»; 

!>"/;■/,. 

5.  Maintenant  nous  pouvons  déleiminer  la  constante  k 
en  fonction  des  coordoutiées  du  foyer. 

Désignons,  pour  alnéger,  la  première  partie  de  l'équa- 
tion (i)  par  «;  alors,  en  élintinant  j:  et  ^'  entre  les  équa- 
tions (i)  et  (7),  nous  aurons,  pour  les  points  d'inlei-see- 
t ion  de  la  droite  (7}  avec  la  courbe  (i),  l'équation 

1 1 1  )  */■'  -h  //■  -1-  H,  r=  o, 

en  désignant  paru,  la  valeur  de  la  fonction  u=J{x,)  ) 
quand  on  y  met  or,  et  r,  an  lieu  de  x  cl  y,  cl  en  posant, 
pour  aLiégcr, 

A,.'  +  ll,„,  +  C,,.^,,. 

Soicnlr,  el  7-2  les  deux  racines  dcl'équaiion(i  i);nous 


-l'A,  Cl,  d'après  la  rela- 
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(  '9-(  ) 
tion  (i8),  nous  pouvons  ccriru 


En  prenant  la  somme  des  deux  dernières  égalités,  nous 
IrouvcroDS 

îi*Xh,  -  (2H,  — Âl/)r,. 

Mais  la  formule  (5),  jointe  aux  équations  (7),  nous 
donnera 

/■,  —  X(r, -i-^X; 

en  éliminant  r,   entre   celte   dernière  écjualion    el    la 
précédente,  nous  trouverons  Iras  facilement 


De  manière  que  la  formule  (5)  deviendra 

i-t  rérjuation  de  la  directrice  sera 

(i3)  X,(j'  — j7,)H-Y,(v-v,)  +  a"i^o. 

D'après  cette  équation,  on  voit  immédiatement  que  la 
directrice  est  la  polaire  du  foyer. 

De  ce  que  vetle  droite,  étant  une  polaire,  ne  coupe 
pas  la  courbe,  nous  concluons  que  sou  pôle,  c'est-à-dire 
le  foyer  de  la  courbe,  se  trouve  du  côté  intérieur  du 
plan  de  la  courbe,  et,  par  suite,  que  du  foyer  on  ne  peut 
pas  mener  des  tangentes  réelles  à  la  courbe. 

6.  Le  ihéoi-ème  exprimé  par  la  relation  (10)  nous 
conduira  immédiatement  aux  équations  qui  servent  à 
dctcr miner  les  coordonuées  du  foyer.  Eu  effet,  l'équa- 
tion (il)  nous  donne 
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(  =95  ) 
el,  d'après  la  relation  (lo),  nous  devrons  avoir 

(•l)  =  ' ;^ —  Yl  =  j;;;^-  — consi., 

c'est-à-dire  que  cette  expression  iie  doit  pas  dépendre 
de  la  direction  de  ta  corde  focale  considérée;  autrement 
dit,  la  valeur  de  l'expression  l'  —  4^"!  ^o'^  être  indépen- 
dante de  paramètres  angulaires  p  et  ^ ,  qui  déterminent 
la  direction  de  la  corde.  Mais  ou  a 

+  (yi-\Cu,)pf/  +  2(X,Y,-'iBu,)pq, 
et  nous  pouvons  poser 


/>'  -f</'+  àpq  co 

Cette  dernière  condition  nous  mène  aux  équations 

X;— 4Au,  _  y;  -.^Cm,  _X,Yi  — aBw, 
I  ~  1  ~  cos8 

qui  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

^     '  \  X,Y,~aB«.— (XÎ~4AH,)cose, 

et  sont  les  équations  connues  qui  déterminent  les  coor- 
données d'un  foyer  de  la  courbe  du  second  degré  (i). 
Nous  aurons  d'ailleurs,  d'après  l'équation  {■4)> 

\~±-.  __J.  ^-     , 
\/XÎ  — 4Au, 

et,  par  conséquent,  le  demi -paramètre  P  se  déterminera 
par  la  formule 

(i6)  P=  -___!"'    '     ■ 

V^Xî-4A«, 
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Ainsi,  le  paramétre  de  la  courbe  (  i  ),  l'expressiuii  du 
rayon  vectetii"  (l'i)  fl  récjiialioti  de  la  dircctrii-e  corres- 
[Ktiidante  serout  complète  nient  connus  si  nous  détermi- 
nons les  coordonnées  du  foyer  au  moyen  des  équa- 
tioQS  (i5), 

7.  En  éliminant  u,  entre  les  deux  «<]uations(i5),  nous 
trouverons 

(B-3CcosO)\î-  2(\— OX.V.-CB-tAcosOjVj'-^o, 

et  cette  é(]uattou  représente,  oomniu  l'on  sait,  les  axes 
de  la  courbe  du  second  degré  :  donc  les  foyers  se  trouvent 
sur  les  axes  de  la  courbe. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  un  a  B'  —  4  ^^  ^=^  ^i  <-'t 
si,  au  moyen  de  celle  condition,  on  élimiue  A  de  la  der- 
nière équation,  on  trouve  sans  difficulté  que  le  premier 
membre  se  décompose  en  produit  de  deux  facteurs  li- 
néaires, de  manière  que  l'équation  considérée  peut  se 
représenter  sous  la  forme 

[(aCcos6-B)Xi-i    i  B  eos6    -  :(C)Y,](aCX,  —  BV,i  -  o, 
et,  comme  pour  le  cas  de  la  parabole  lu  facteur 
:C\,       BYi       aCn    -BK, 

et,  par  suite,  est  une  constante  qui  n'est  pas  égale  à  zéro, 

l'équation  des  axes  se  réduira  à 

(17)        (aCcosfl  — B)X,-H(Beos<l       iClY,  ■   o, 

c'est-à-dire  à  une  équation  du  premier  degré  qui  repré- 
sente l'axe  de  la  parabole,  le  seul  qui  existe  et  sur  lequel 
sera  situé  le  foyer  clierclié. 

Les  conclusions  de  ce  paragrapbe  résultent  aussi  di- 
rectement de  la  propriété  de  la  courbe  exprimée  par  la 
relation  ci- dessus  pT=eS,  d'après  laquelle  un  reconnaît 
très  facilement  que  tous  les  points  du  lieu  considéré  sont 
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dis[)Oses  syméti'iqui'iiiuiiL  par  rapport  à  la  droite  mi;né<: 
par  le  foyer  perpendiculairement  â  la  directrice;  donc 
le  foyer  est  situé  sur  un  axe  de  la  courhe  ppvpendicu- 
faire  à  la  directrice. 

8.  Passons  maintenant  au  calcul  des  coordonnées  du 
foyer,  et  considérons  d'abord  les  courbes  ayant  un  centre. 
G>mnie  le  foyer  est  situé  sur  un  axe,  ses  coordonnées 
.ri  et^i  doivent  satisfaire  à  l'équation  d'un  axe,  et  l'on 
aura 

où  X  et  ^  sont  les  coordonnées  connues  du  centre  de  la 
fourbe  et  [x  est  le  coefQcieut  angulaire  d'un  des  axes, 
ce  coelBcieut  étant  une  des  deux  racines  de  l'équation 


(rg)  (B  —  aC  C096)  [x«  -t-  -((A  -  C)  [jl  —  (B  -  a  \  cosfl)  z=  o. 

De  cette  manière,  les  coordonnées  du  foyer  se  déter- 
uiinent  par  la  résolution  d'une  des  équations  (iS),  com- 
binée avec  l'équation  (18).  Pour  abréger  le  calcul,  nous 
prendrons  pour  inconnues 


r  et  i'  étant  les  coordonnées  du  foyer  par  rapport  aux 
axes  des  coordonnées  menées  par  le  centre,  parallèle- 
meni  aux  axes  primitifs.  L'introduction  de  ces  incon- 
nues noua  donne 

\.  =  2Ay-t-Bv', 
V,  =  B^'-t-3Cv', 

H.  — «o4-  \.r''+n.ry-i-Cr''. 

ij^  Ut  désigne  la    valeur  de  la   fonction  u  quand  on  y 

changer  et  r  en  «et  fi. 
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Les  équations  (  1 5  )  deviendront 


j     ,  ,  „   „      H(B  — ^AcosO) 

(^-^■■^""'^-^  +-- B'-4AC  -  = 

„       AK*  +  CD*  -  BDE  +  F(  B»  -  -  ',  AC 
H... j_-.^^_  ._       __ 

L'équation  (i8)  s'écrira 


Celte  équation,  combinée  avec  la  première  des  équa- 
tions { ao),  nous  donnera 

P    -  "     B'-4AC    \--iJ' 
(21)  i 

/  ,..__    4{A-C)«.      i*' 
(  ■'     ^         B'-   ÏÀC'  I  — ;!'■ 

La  constante  [jl  pourra  admettre  ici  deux  valeurs  dîi~ 
fércntes,  et,  par  conséquent,  on  aura  deux  couples  de 
valeurs  correspondantes  de  x"  cl  de  y.  On  aura  ainsï 
quatre  foyers  situés,  par  deux,  sur  les  deux  axes  de  la 
courbe  et  disposés  syméiriqucnient  par  rapport  au 
centre.  Mais  il  nous  sera  facile  de  faire  voir  que  deux  de 
ces  foyers  seront  imaginaires  et  qu'il  n'y  aura  que  deux 
foyers  réels,  situés  sur  un  même  axe  et  éloignés  à  des 
distances  égales  du  centre  de  la  courbe. 

En  elTet,  soient  |ji  et  y.'  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion (19),  et  appelons  x',  la  valeur  de  x'  correspondante 
à  la  racine  y.';  on  aura 

„__  4(A-C)H„        r_ 
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el,  par  couséqucat, 


où  c  = n,-    -/-)-(--'  Mais  la  condition  de  la  pei 

dÎRularîlédc  deux  asus  nous  donne 

I  +  ll^'4-(^-!-|*')cos6-"0, 

d'où  l'on  déduit 


et  I  on  trouvera  ensuite 


j^'^a/,'  --. —  i''(i  +  [i|».')'tang'6, 

d'où  l'on  conclut  que,  des  deux  valeurs  x'^  et  x',^,  l'une 
est  positive  et  l'autre  négative.  Si  les  axes  de  coordon- 
nées étaient  rectangulaires,  on  tirerait  la  mêine  conclu- 
sion de  ce  (jue  l'on  aurait  dans  ce  cas 


On  voit  par  cela  que  l'on  aura  deux  valeurs  réelles 
égales  et  de  signes  contraires  pour  x'  et  de  même  pour  j  ', 
et  que  les  deux  autres  valeurs  de  x*  et  de  j^  seront  ima- 
ginaires. Ainsi,  dans  les  courbes  du  second  degré  ayant 
un  centre,  il  ny  aura  que  deux  foyers  réels  se  trouvant 
sur  un  axe  de  la  courbe  et  disposés  symëtrû/uement  par 
rapport  au  centre. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  il  est  très  facile  de  voir 
que  chacune  des  équations  (i5]  se  réduit  à  uneéquatiou 
du  premier  degré  par  rapport  aux  coordonnées  x,  et  j-(. 
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Ces  deux  (:i|uations,  ou  l'une  d'elles  cutitltinée  avecré- 
quatiou  de  l'axe  (17),  nous  donueronl  li;s  coordonnées 
du  foyer.  iXous  u'elVet tuerons  pas  ces  calculs,  qui  sont 
d'ailleurs  dévelonjH-s  [lartoiit. 

9.  11  nous  sera  facile  maintenant  de  manifester  les 
propriétés  principales  des  rajons  vecteurs  mcués  de 
deux  foyers  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  à  un  point 
quelconque  de  la  courbe. 

Considérons  d'abord  une  ellipse.  Soient  O  son  centiT, 
F,  et  F.  ses  deux  foyers  ;  la  droite  qui  les  joint  est  l'axe 
focal.  Dans  ce  cas  le  centre  de  la  courbe  se  trouve,  comme 
on  sait,  dans  la  partie  intérieure  du  plan  de  la  courbe, 
de  même  que  les  deux  foyers  F,  et  F».  La  directrice  cor- 
cespondante  au  foyer  F, ,  étant  la  polaire  de  ce  point,  se 
trouve  tout  entière  dans  ta  partie  extérieure  du  plan  de 
la  courbe,  et  elle  est  perpendiculaire  à  l'axe  focal.  I,a 
directrice  correspondante  à  l'autre  foyer  aura  une  situa- 
lion  analogue  par  rapport  à  ce  fover,  et  elle  sera  symé- 
triquement placée  avec  la  première  directrice  par  rap- 
[jort  au  centre  de  la  courbe.  Soit  M(.r,  1  )  un  point 
<|uelconque  de  la  courbe;  on  aura,  d'après  la  for- 
mule (i5), 

F.M.T.p,^'.  X,[\,(x-  j;,-)-t-Y,(,v-  -/,)  +  aH,J, 

v/\'-4A«, 

La  m6me  formule  nous  donne,  pour  l'autre  rayon  vcr- 
icur,  l'expression 

F.M  ...  ?,^A,lX,{x  -     ^,1  +  \,{y  -  .,-,)  +  -.H,  |. 

iiu  Ti  et  ri  sont  les  coordonnées  du  foyer  Fa,  et  Xj,  X.^, 
V],  tii  désignent  ce  que  deviennent  À,,  X,,  Y,,  ii|  quand 
on  change,  dans  CCS  expressions,  a'i  et^'i  en  jr>  et  r^. 
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LVquatioD  de  la  <iîn;ctricc  correspondaiile  au  foytji-  F| 
csl 

Puiir  j-  =  ,»i  «a  j  --y,,  le  premier  loembn^  de  cettr 
lîquaiioii  se  réduîl  h  '^Ui;  mais,  comme  ud  point  quai- 
conque  M  de  la  courbe  est  situé,  il  est  évident,  du  mOiii'^ 
côté  de  la  directrice  que  le  foyer  F,,  nous  devrons  con- 
clure que  l'expression 

\,(.r- j-,)  ^-i.f,-- v,)-f-3«, 

pour  tous  les  points  de  la  courbe  aura  le  même  sigue 
que  U|,  et,  par  conséquent,  dans  l'expression  donnée 
plus  haut  pour  le  rayon  vecteur  p,,  le  signe  de  ).,  doit 
être  le  tnëute  que  le  signe  de  u, .  Des  considérations  ana- 
logues nous  amèneut  à  conclure  que,  dans  l'expression 
du  rayon  vecteur  pi,  le  (acteur  î-a  doit  ilre  pris  avi-c 
le  même  sïgiie  que  ii^.  D'ailleurs,  comme  on  a 

^.  -   «-■^',     /,  -  ?  +  /. 
".  --/(«  -■-  ■'■'■  ?  -  y  '       ",  -i-  A,r"  -H  B..-'..'  -  C  >■■', 

U^:--f{:L--x',^--y'j    :  ■  Ho'-  A^"  -t-  B.fV':     Çv", 

nous  aurons  U(  =  u„  et  les  facteurs  ^,  et  Àj,  dans  les 
expressions  de  pi  et  de  p],  auront  le  même  signe.  D'un 
autre  côté,  on  aura 

X,-  ■     (aAj'-.-lij'i   ■      -X,, 
Y,.--..      (lÎj-i-aC/l  :   -Y„ 

d'où  il  suit  que  X,  ^î.j.  Par  conséquent,  en  ajoutani 
les  deux  expressions  de  p,  et  de  p^,  on  trouvera 

Pi  +  Pi  ■-  aX,(-\,x'.  -Yi/'-aH.). 

Mais,  d'après  un  calcul  immédiat,  on  a 
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CeUv  ôgalilc,  uxprimaut  la  propriété  rondametitale  des 
rayons  vertcurs  menés  de  dvux  foyers  d'une  ellipse  à  un 
point  quelconque  de  la  courbe,  nous  donne  aussi  la  lon- 
gueur de  l'axe  forât  de  l'ellipse. 

Passons  à  l'hyperbole.  Dans  ce  cas,  le  centre  de  la 
courbe  est  situé,  comme  on  sait,  dans  la  partie  du  plan 
extérieure  à  la  courbe,  les  foyers  se  trouvant  toujours 
dans  la  partie  intérieure;  d'ailleurs,  l'axe  focal  est  l'axe 
iransverse  de  la  courbe.  Le  centre  et  le  foyer  se  trouvent 
ici  de  deux  c6tés  différents  de  la  directrice  correspondante 
au  foyer  considéré.  En  elfet,  si  nous  prenon.s  l'équation 
(le  la  directrice  correspondante  au  foyer  F,, 

alors  la  substitution  des  coordonnées  du  foyer  xi  et  y,, 
au  lieu  de  x  et  de  y,  dans  le  premier  membre  de  cette 
équation,  nous  donne  2m,,  tandis  que  si  nous  mettons, 
au  lieu  de  x  et  de  y,  les  coordonnées  du  centre  a.  et  p, 
nous  verrons  que  le  premier  membre  de  cette  équation 
-se  réduit  à 

X,  ( »  —  X, )  +  Y,  (  p  —  7,  )  +  a  «I  -  a  «0  ; 
mais,  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  u,  et  u«  ont  des  signes 
dillérents. 

Les  valeurs  des  rayons  vecteurs  menés  de  deux  foyers 
F,  et  Fj,  au  point  M(x,y)  de  la  courbe,  seront  ici 

F,M^p,  =  X,[X,(x~x,)  +  Y,(7-/.)  +  2«,l, 
F,M  ::.  p,^  X,[X,(x  -  xO  +  Y.(j  -^.,  ^-  3«,  |. 

Si  lu  point  M  est  pris  sur  la  branche  de  la  courbe  voi- 
sine du  foyer  F,,  alors  il  est  évident  que  les  deux  points 
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M  et  F(  se  trouvent  d'un  même  côté  de  la  directrice  cor- 
respondante au  fuver  F, ,  et  par  conséquent  le  facteur  X| 
aura  le  même  signe  que  ii, .  Au  contraire,  le  point  M  cl 
le  foyer  Fj  se  trouveront  évidemment  de  deux  côtés  dîf- 
férents  de  la  directrice  correspoudante  au  foyer  F|,  et, 
par  conséquent,  X^  et  u^  ont  des  signes  contraires.  Mais 
ici,  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse,  on  aura 

X,  — —  Xi.    Y."  — Y„     H,r-«i,     X,  — -->,. 

DoDC 

P,r-  X,[X,(^-x,:,-(-Y,(.y-.n)-3«,). 

Eu  prenant  la  diflérence  des  deux  expressions  de  p,  et  de 
9],  nous  trouverons 

'''■"  ''''"  v'xT~û"«;  "*■"'"  ■' 

où  le  radical  aura  le  signe  opposé  au  signe  de  u,,. 

La  dernière  égalité,  exprimant  la  propriélé  fondamen- 
tale des  rayons  vecteurs  menés  des  deux  foyers  de  l'Iiy- 
perboleàun  point  quelconque  delà  courbe,  nous  donne 
aussi  la  longueur  de  l'axe  focal . 

tO,  Pour  conclusion,  nous  donnerons  une  formule 
1res  simple,  qui  peut  servir  à  calculer  l'excentricité  de 
la  courbe. 

Supposons  que  l'axe  focal  coupe  la  courbe  en  deu?( 
iwinta  (sommets)  A,  et  Âj,  dont  le  pi-emier  est  situé 
entre  le  foyer  F(  et  le  point  D  d'intersection  de  l'axe  fo- 
rai et  de  la  directrice  correspondante  au  foyer  F| .  En 
posant  A,F,  =/  et  A,D=rf,  nous  a 


™  P  est  le  demi -paramètre.  La  même  condition  p 
appliquée  au  point  A^,  nous  donnera 
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oii  1^(1=  A,  A:,  t^sL  la  longueur  Je   l'axe  Jocai.  Remar- 
({uoiis,  d'ailleurs,  que  l'on  a 

/,.-.  „/. 

Eii  vliniinaat  ensuituy'ct  (/  onLic  ces  trois  équations, 
nous  trouverons 

,  _    _  I' 

Mais  nous  avons  vu  plus  liaut  que,  pour  l'ellipse  el 
poui-  l'hyperbole,  on  a  la  même  expression  de  la  lon- 
gueur du  demi-axe  focal,  savoir 

Par  uoiiséqucnt,  en  vertu  dft  la  formule  (i6},  nous  aii- 


D'après  cette  formule,  nous  pouvons  calculer  la  va- 
leur de  l'excentricité  t  en  fonction  des  coordonnées  jc, 
aty,  d'un  foyer  F|. 

Pour  une  ellipse,  les  valeurs  u,  et  u^  ont  le  mâuiu 
signe  et,  par  suite,  e  est  moindre  que  l'unité;  poiu*  uue 
hyperbole,  au  contraire,  ces  deux  valeurs  ont  des  signes 
dillérents  el,  par  conséquent,  t  est  plus  grand  que  l'uniié. 

Dans  le  cas  de  là  parabole,  les  coordonnées  du  ceulri- 
sont  infinies  et,  par  suite,  on  a  Ug  =  oo  et  l'excentricité 

Du  reste,  la  valeur  de  l'excentricité  pour  une  para- 
bole résulte  directement  de  ce  que,  le  second  point  d'in- 
tersection de  l'axe  focal  et  de  la  courbe  étant  éloigné  à 
l'infini,  son  conjugué  harmonique  A,  doit  se  trouver  au 
niîlïeudeladistanceF, D-,  donc  A,F(  =  A|D  ou/"=:rf, 
i-l,  pat'  suite,  e  =  r .  Pour  tous  les  points  de  la  paraboU; 
o»  aui'a  doue  jd  =  S. 
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NOTE  DE  GÉOllËTniE; 

Pau  m.  a.  DROZ, 


Dans  \'j4psiçu  historique,  Chasles  cite  le  théorème 

Le  plan  tangent  et  la  normale  en  un  point  P  d'une 
surface  du  second  degré  coupent  un  des  plans  diamé- 
traux de  la  surface  suivant  une  droite  et  un  point  tels, 
que  le  point  est  le  pôle  de  la  droite  par  rapport  à  la 
conique  focale  contenue  dans  le  plan. 

La  (lûmouslration  analytique  est  Lien  simple. 

Soil  ^ï — *"  "m  ~*~  ^  ^^  '  l'équation  d'une  surface  du 
second  degré  n  cciilie. 

Le  plan  tangent  au  point  (x',  y',  z'  )  de  la  surface  aura 
pour  équation 

Ce  plan  coupe  le  plau  des  xy  suivant  une  droite  qui 
aura  pour  équations 

Équations  de  la  normale  en  {3f,j',  z*)  : 
T  N 

U  N 

-a'). 

Cette  ligne  coupe  le  plau  des  xy  en  uu  point,  dont 

^o«    <ltUaihé-«c.,i'tiA>^,U  XX.  (Juillet  1M81.)  30 
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les  coordonnées  sont 

_j-'{L~N)  _    v'(M.-N)  _ 

Si  l'on  clierelie  ta  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  In 
conique  focale 

L— N        M— N  ' 

on  trouve 

T' +  ■■«='• 

é<]iiation  qui  est  la  uiôtne  que  l'équatîon  (  i }. 

Uni:  surface  du  second  degré  S  est  coupée  par  tiii 
plan  P  suivant  une  conique  Cg.  Construisons  i-n 
chaque  point  de  Ca  la  normale  à  S.  Toutes  ces  nor- 
males forment  une  surface  réglée  du  quatrième  degré  S,, 

CUasles  fait  usage  du  tbéorènio  précité  {Journal 
de  Liouville)  pour  prouver  que  Si  peut  être  coupée 
par  une  infinité  de  plans  suivant  des  coniques.  On 
démontre  facilemetit  que  cette  surface  est  du  quatrième 
degré  et  qu'elle  possède  une  courte  double  du  troisième 
degré.  Si  par  nn  point  Q  quelconque  on  mène  toutes 
les  parallèles  aux  normales  de  S,  ces  lignes  sei-ont  sur 
un  cane  du  second  degré. 

Car,  par  le  point  Q,mcnous  un  plan.  Si  du  point  Tt,  pôle 
de  P  par  rapport  à  S,  on  abaisse  la  perpendiculaire  ni/,  un 
pourra  mener  par  cette  ligne  deux  plans  tangents  à  la 
surface  en  des  points  de  Cj.  Les  normales  en  ces  points 
seront  parallèles  au  plan  mené  par  Q.  Chacun  de  ces 
plans  contient  donc  deux  gcuératrices  du  cône  ;  îl 
est  du  second  degré.  Le  plan  infini  coupe  la  surface  S|, 
d'abord  suivant  la  conique  qu'elle  a  en  commun  avec  lu 
cône,  et  suivant  deux  droites,  les  normales  de  S  aux 
points  infinis  de  Cj.  La  section  étant  du  quatrième  degré, 
la  surface  réglée  Si  est  du  quatrième  degré. 
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Si  du  point  n  on  abaisse  unu  perpendiculaire  sur  le 
plan  P,  on  pourra  mener  par  cette  droite  deux  plans 
tangents  à  la  surface  S  en  des  points  de  Cj,  et  les  un- 
maies  en  ces  points  sont  dans  le  plan  P. 

Donc,  il  y  a  sur  le  plan  P  trois  points  par  lesquels 
passent  deux  des  génératrices  de  $«.  On  en  déduit 
qu'il  y  a  sur  St  une  courbe  C*  du  troisième  degré,  par 
chaque  point  de  laquelle  passent  deux  des  normales 
de  S.  Cj  est,  pour  cette  raison,  une  courbe  double  du 
troisième  degré  sur  St. 

Ua  plan  (quelconque  coupe  donc  S4  suivant  une 
courbe  du  quatrième  degré  ayant  trois  points  doubles. 

Cbaquu  plan  passant  par  une  normale  coupe  la  sur- 
face suivant  une  courbe  du  troisième  degré  avec  un 
point  double. 

Cliaque  plan  contenant  deux  normales  coupe  encore 
S,  iiuivant  une  conique. 


CONCOURS   flfiNlRlL   DR    1879 


RHtTOKIQUB. 

Pau  m.  a.  LEINEKUGEL. 

Soit  AB  une  portion  de  droite  de  longueur  donnée; 
on  prend  entre  A  et  B,  sur  la  droite  AB,  un  point  C, 
et  sur  AC  comme  diamètre  on  décrit  une  demi-circon- 
férence; par  le  point  B  on  mène  une  tangente  à  celte 
demi-circonférence  i  soit  D  le  point  de  contact,  et 
soit  E  le  point  oii  cette  tangente  rencontre  la  perpendi- 
culaire menée  à  la  droite  AB  par  le  point  A  ; 
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Déterminer  le  point  C  de  telle  façon  que,  si  l'on  fait 
tourner  la  Ji gare  autour  de  la  droite  AB,  la  surface 
engendrée  par  tare  de  cercle  AD  et  la  surface  engen- 
drée par  ta  portion  de  droite  BE  soient  dans  un  raft- 
port  égal  à  un  nombre  donné  m. 

Indiquer  les  conditions  de  possibilité,  jéppliquer. 
dans  le  cas  particulier  oit  m  est  égal  à  i,  et  dans  ce  cas 
trouver  te  rapport  des  surfaces  engendrées  par  tes  deux 
portions  BD,  DE  de  ta  droite  BE. 

Soient  AB  =  /,  AC  =:  "ïx,  et  H  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  de  taiigeuce  Dsur  la  droite 
AB. 

Les  surfaces  que  décrivent  l'arc  de  cercle  AD  et  la 
portion  dedroitoBE  ayant  respectivement  pour  mesure 
aiïjr.AH  et  n.BE.AE,  on  a,  d'après  l'énoncé, 
(1)  aa.AH^m.BE.AE. 

Soit  O  le  centre  du  cercle  décrit  sur  AC  comme  dia- 
mètre; le  triangle  rectangle  ODB  donne 

àb^TT-.  OII.  OB  ^-  0H(/  -  X). 
d'où  __ 

/--iT  /  — X 

et  par  suite 

En  outre,  les  triangles  rectangles  ODB,  BA£  étanl 
semblables,  on  a 

BE        \r.       BA 
BO  ~  OD  ~  BD  ' 

ou,  parce  que  BD=  ^lîÀ.BC  =  ^'l(l —  nx}, 

BE         AE  / 
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il  s'ensuit 

BE-4ii--'i,   AE^-    ^'--.,  , 
d'où 


En  remplaçant,  dans  l'équation  (i),AHet  BE.AE  par 
les  valeurs  obtenues  (a)  et  (3),  il  vient 


et,  en  réduisant, 

(4)  x*(m  +  ^)-il{m^i)x  +  mP-o. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  cette  équation, 
c'est-à-dire  de  la  possibilité  du  problème  proposé,  est 
„t<  =.  1. 

Dans  le  cas  particulier  de  m  =^  - 1  lesdeuif  racines  sont 


il 
3       /       AB 


Le  point  H  étant  alors  au  milieu  de  AB,  un  a 

HD— -  AE,   BD       -BE; 

ii  en  résulte 

surf  BD  _  i 
suri  BÉ  ^  ',  ' 

et,  par  conséquent,  le  rapport  des  surfaces  engendrées 
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par  les  deux  portions  BD, DE  delà  droite  BE  est  égal 


.Vote.  —  )<«  mfme  question  a  été  résolut  par  M.  Le/. 


SECOnDE. 

Pas  m.  h.  lez. 

Pabmiése  question.  --  On  donne  d/ttuc  droites  pa- 
rallèles RR',  SS',  et  une  droite  perpendiculaire  à  ces 
parallèles  rencontrant  RR'  en  A  et  SS  en  B.  Sur  RR', 
à  partir  du  point  A,  on  porte  une  longueur  arhi- 
traire  W,  et  sur  SS'  à  partir  du  point  B,  et  du  même 
côté  par  rapport  à  AB,  on  porte  une  longueur  BK 
telle  que  le  produit  des  longueurs  A  A',  BB'ioû  égalait 
carré  de  AB;  on  mène  tes  droites  A&  et  BA',  et  l'on 
désigne  par  M  leur  point  de  rencontre;  on  mène  par  te 
point  M  une  perpendiculaire  à  AB,  et  ton  désigne  par 
P  e(  Q  les  points  oit  elle  rencontre  les  droites  Alj,A'Bf, 
Enfin,  on  désigne  par  C  le  point  oit  la  droite  A'B*  ren- 
contre la  droite  AB. 

i'  Trouver  te  lieu  décrit  par  le  point  M  quand  on 
fait  varier  la  longueur  AA'; 

a"  Démontrer  que  te  point  M  est  te  milieu  de  PQ; 

3°  Démontrer  que  la  tangente  au  point  M.  à  la  courbe 
que  décrit  ce  point  passe  par  le  point  C 

i"  Si  l'on  prend  sur  la  droite-  SS',  à  partir  du  point  B, 
et  dans  le  sens  opposé  à  BB*,  la  longueur  BD  ^=  AA',  le 
quadrilatère  ADBA'  sera  un  pai-allélograminr  ;  et,  à  cause 
de  la  relation  AB*  -r.  BD.BB',  le  triangle  DAB*  sera  rec- 
tangle en  A.  Les  droites  BM,  DA  étant  parallèles,  Tangle 
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BMA  est  le  supplûtnciit  de  l'angle  droil  DAM:'  donc 
l'angle  BMA  est  droit,  et,  par  conséquent,  le  lieu  du 
point  M  est  la  eîiconférence  demie  sur  AB  comme  dia- 
mètre. 

a°  On  sait  (jue  la  dioile  nicnt-c  du  point  C  de  ren- 
contre des  côlés  AB,  A'B'  non  parallèles  d'un  Irapè/.e  au 
point  M  d'intersection  des  diagonales  passe  par  les 
milieux  E,  F  des  bases  AA',  liB'.  La  droite  PQ,  étant  |)a- 
rallèlc  aux  bases  AA'  et  BB',  sei'a  divisée  eii  deux  parties 
égales  par  la  droite  CEt'j  donc  M  est  le  milieu  de  PQ. 

3'  Soit  O  le  centre  de  la  circonférence  décrite  surAB 
comme  diamètre;  les  droites  MO,  AIF  étant  menées  du 
sommet  M  de  l'angle  droit  des  triangles  rectangles 
AMB,  BMB' aux  milieux  O,  F  des  byiwténuses  AB,  BB', 
ou  a 

'6m&:=Î>Bi\Ï    et  "FIUB --:  frUM"; 
il  s'ensuit 

OMè  +'FMB  — "OB^  -hFmi 
ou 

ômV='6bf'. 

Donc  l'angle  OMF  ou  OMC  est  droit,  et,  par  consé- 
quent, la  tangente  au  point  M  à  la  circouférence  que 
décrit  ce  point  passe  par  le  point  C. 

Deuxième  question.  —  Soit  a  la  longueur  du  côté 
d'an  triangle  éijuilatéral  ABC  ;  calculer  la  distance 
du  point  A  à  un  point  M  situé  sur  AB,  entre  A  et  B,  de 
façon  <iue,  si  l'on  désigne  fjar  P  et  Q  les  pieds  des  per- 
pentlicultiires  abaissées  du  point  M  sur  les  côtés  AO,  BC 
du  triangle,  le  rapport  de  taire  du  quadrilatère  APQB 
à  faire  du  triangle  ABC  soif,  égal  à  un  nombre 
donné  m. 

Jndif/t/er  les  conditions  de  possibilité  ;  appliquer  en 
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supposant  m  ^  7,—  >  et,  dans  ce  cas,  tleterimner  pat-  ana 

construction  géométrique  la  position  dupoint  iV[. 

En  désignant  par  x  la  distance  clicrcliee  ÂM,  on  voïi 
facilement  que,  les  angles  MAF,MBQ  étant  de  6»°, 
on  a 

,„       AM       j^              „„       BM        a  — .r 
AP  —  — -  —  -     et      BQ  ;_-  — ■  =; 

Si  l'on  abaisse  des  points  B  et  Q  des  perpendiculaires 
BH,QR  sur  AC,  la  similitude  des  triangles  QCR,  BCIi 
donnera 

QR       BH       yl 

y(J  ^  BC  "^   3  ' 
d'on 


1 

(JR  :i  gc 

1- 

BC  -  BQ) 

y-î 

( 

-V 

-(" 

r-r^ 

^-  (0 

^j:) 

v3 
4 

D'aatre  part, 

PC 

^AC 

-AP;=a  - 

r 

Ainsi 

l'aire  du 

triang 

lo  PQC,   0 

PC, 

QR_ 

a  po 

airur 

;(- 

■|)(«H-a 

>f^ 

on       (ao 

-■')i 

a  + 

Or,  le  quadrilatère  APQB  s'obtient  en  retranchant 
du  triangle  ABC  le  triangle  PQC  ;  donc  l'aïre 
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t  le  rapport  —jr^rr-  a  pour  expression 


Donc,  d'après  l'énoncé, 


Cette  équation  donne 

Pour  m  <;-^>  les  deux  racines  de  l'équation  sont  ima- 
ginaires ;  si  m  =  ^)  li^s  deux  racines  sont  égales  à  -;  le 
point  M  est  alors  le  milieu  de  ÂB. 

Lorsquemest  compris  entre -^  et  -)  les  deux  racines 

sont  réelles,  ^sitives  et  moindres  que  a  ou  AB.  Pour 

m  =  ;~,  par  exemple,  i  —  -  (  1 1^  ~  )  les  valeurs  de  x 

ou  de  AM  sont,  dans  ce  cas  parliculiir,  égales  à  la  moitié 
du  côté  ABdu  triangle  équilatérat,  augmenté  ou  diminué 
du  quart  de  la  diagonale  du  carré  construit  sur  ce  côté. 

Si  m  =  -  >  on  a 


Pour  m]>  -  ï  l'une  des  deux  racines  de  l'équation  (  i  )  est 
négative;  l'autre  est  positive,  mais  plus  grande  que  le 
côté  a  du  triangle  équilatéral .  Ainsi,  la  question  n'admet 
lacune  solution  lorsque  le  nombre  donné  m  est  égal  à 
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-  ou  plus  grand  que-;  elle  est,   de  même,   impossible 
quand  m  est  moindre  que  -^■ 
flfole.  —  SnluLion  »nali>Biic  île  M.  t.cinekuRet. 

COXCOVns  Qt\tMl  M  I8S0 


PHILOSOPHIE. 

P*ii  M.  MO RliT- BLANC. 

La  7'prre  étant  supposée  spkérii/ue,  on  considère  If 
point  M  de  la  surface  dont  la  latitude  est  égale  à  la 
longitude  : 

i"  Déterminer  la  lieu  des  projections  M  sur  te  plan 
de  l'étfuateur; 

a"  Déterminer  le  lieu  des  droites  AM,  A  étant  le 
point  de  l'équateur  à  partir  duquel  on  compte  les  lon- 
gitudes. 

SoientO  le  centre  de  la  Terre  et  B  te  point  où  le  demi- 
méridien  de  M  coupe  l'équateur. 

i"  Les  arcs  MB,  AB  étant  égaux,  les  points  M  et  A  se 
projetteui  au  même  point  m  sur  l'intersection  OB  des 
plans  de  l'équateurct  du  méridien  de  M.  Le  point  m  est 
la  projection  de  M  sur  le  plan  de  l'équalcur.  L'angle 
AfnO  étant  droit,  le  lieu  du  point  m  est  la  circonférence 
décrite  sur  AO  comme  diamètre. 

a"  Le  triangle  AmM  étant  rectangle  eu  m  et  de  plus 
isoscèle,  l'angle  MAm  de  la  droite  AM  cl  de  sa  projec- 
tion Am  sur  le  plan  de  l'équateur  est  de  45".  Par  suite, 
la  droite  AM  fait,  de  même,  un  angle  de  45°  avec  ta  per- 
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pendiculaîre  AC,  «levée  en  A  au  plan  de  l'^qualeiir.  I^ 
droite  AM  appartient  donc  à  la  surface  d'un  cône  de  ré- 
volution avant  A  pour  sommet  et  AC  pour  axe,  et  dont 
les  génératrices  fuiit  avec  l'axe  un  angle  de  4^°.  Le  Heu 
de  la  droite  AM  est  la  partie  de  la  surface  de  ce  cône 
qui  ejt,  par  rapport  au  plan  tangent  à  la  sphère  en  A, 
située  du  m<^ni<!  càté  que  la  sphère. 


netrosiQUE. 
Par  m.  MORET-BLANC. 


Aux  deux  extrémités  A  et  B  du  diamètre  AB  d'un 
demi-cercle,  on  lui  mène  deux  tangentes;  on  construit 
ensuite  une  troisième  tangente  tjui  coupe  les  deux  pre- 
mières aux  points  C  et  D.  On  demande  de  déterminer 
cette  troisième  tangente  de  manière  que  le  volume  en- 
gendré par  le  trapèze  ABDC  en  tournant  autour  du 
diamètre  AB,  et  la  sphère  engendrée  par  la  révolution 
du  demi-cercle  autour  de  son  diamètre,  soient  entre 
eux darv  le  rapport  de  m  à  i.  Discussion. 

Soient  O  le  centre  du  demi-rercle,  R  son  rayon  et  E  le 
point  de  contact  de  la  tangente  CD.  Posons 

ACt=j-.     BD-^. 

Le  trapèze  ABDC,  en  tournant  autour  de  AB,  en- 
gendre un  tronc  de  cane  dont  le  volume  a  pour  ex- 
pression 

5TrR(a-»-l-_r*  +  -r,)-), 
«t  l'on  a 
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OU 

(I)  x'  -)-^'  — jy-  -  amR». 

Les  lignes  OC,  OD  étant  les  bissectrices  des  angles 
supplémentaires  DCA,  CDB,  la  somme  des  angles  OC D 
et  ODC  égale  un  droit,  et,  par  suite,  l'angle  COD  est 
droit.  D'ailleurs 

AC--GE  -TTiT,     DE^^. 

Le  triangle  rectangle  COD  <JoDne 

(3)  .r^:r..R'. 

En  combinant  I«s  équations  (■)  et  (a),  on  a 
d  où 

—  ^y^:^l  t-v^^™  — 3i 


Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait 


Dans  le  cas  du  minimum, 


Le  tronc  de  cône  se  réduit  au  cj'lindre  c 
spliêre. 
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SECOBDE. 

Par  un  ABONNÉ. 

Siw  le  côté  BC  d'un  triangle  ABC,  ou  sur  son  prolon- 
gement, on  prend  un  point  arbitraire  D ,  et  fon  fait 
passer  deux  circonférences,  l'une  par  les  points  A^^,D, 
l'autre  par  les  points  A,  C,  D;  soient  0,(y  les  cenlresde 
ces  circonférences.  On  propose  : 

i"  De  démontrer  <fue  le  rapport  des  rayons  de  ces 
circonférences  est  indépendant  de  la  position  du  point 
D  sur  le  côté  BC  ; 

2°  De  déterminer  la  position  que  doit  occuper  le 
point  D  pour  que  les  deux  rayons  aient  la  pins  petite 
longueur  possible  ; 

y  De  démontrer  que  le  triangle  AOO'  est  semblable 
au  triangle  ÈiQC; 

4°  De  trouver  le  Ueu  décrit  par  le  point  M  qui  pai- 
tage  la  droite  00*  dans  le  rapport  de  deux  longueurs 
données  m,  n;  on  examinera  le  cas  particulier  où  le 
point  M  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  OO'. 

La  droite  00*  ëlaDt  perpendiculaire  à  AD  eu  son 
milieu  d,,  les  angles  AOd,  ABD  ont  cliacun  pour  me- 
sure la  moitié  de  l'arc  AD  de  la  circonférence  O,  et  tes 
angles  A(yd,  AC<J  ont  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  AD 
de  la  circonférence  O*  ;  donc 

AOO'^-^së    et    Xb'^^'ACB', 
d'où 

AO       AB 
AO'  '"  AC' 
et,  par  consé(]uent: 

1°  Le  rapport  des  rayons  AO,  AO*  des  circonférences 
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O,  C  est  indépeDdant  de  la  posîtiou  du  point  D  sur  l<; 
côté  BC. 

3°  Les  angles  des    triangles  rectangles  A.dO,  kdCÏ 
étant  invariables,  il  en  est  de  même  des  rapports 


il  s'ensuit  que  les  plus  petites  valeurs  des  rayuns 
AO,  ACy  correspondent  au  minimum  de  A^  ou  de  AD; 
le  minimum  de  AD  est  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A  sur  liC.  Les  ceuircs  O,  O'  coïncident  alors  avec 
les  milieux  &,c  des  côtés  AB,  AC,  et  les  rayons  AO. 
Aiy  des  circonférences  O,  O*  ont  pour  valeurs 

\B      A€ 


3"  Le  triangle  AOÛ*  est  semblable  au  triangle  ABC, 
puisque  les  angles  AOÛ*,  AO'O  sont  égaux  respecti- 
vement aux  angles  ABC,  ACB, 

4**  Soil  m  le  point  qui  partage  la  droite  bc  dans  le 
rapport  donné  de  OM  à  MO';  les  triangles  bArn,  OA\l 
seront  semblables,  et  l'on  aura 

6  A  m  ^  O  AM     et     j^  -  j^^^  ■ 

lien  résulte  que  les  triangles  AAO.HiAMsont,  de  menu-, 
semblables.  En  ellet 

purcc  quêtes  angles  sont  égaux  aux  angles  ÔAni,  UAM, 
augmeutûs  ou  diminués,  tous  deux,  de  l'angle  ()A  m.  De 
plus,  l'égalité 

\m  "  AM 
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VU~  AVi' 

donc  les  triangles  AAO,  mAM  sont  semblables,  commi- 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  des  eàtés  pro{>ortion- 
uels.  Mats  le  triangle  6AO  est  rectangle  en  b\  dont: 
l'angle  AmM  est  droit.  Par  conséc|uent,  le  lieu  géomé- 
trique du  point  M  est  la  perpendiculaire  menée  à  la 
droite  Am,  au  point  m. 

Lorsque  AIM  est  perpendiculaire  surOCV,  la  droite  l>c 
est  perpendiculaire  à  A/n,  puisque  les  triangles  £Am, 
OAM  sont  semblables,  et,  dans  ce  cas,  le  lieu  géomé- 
trique de  M  est  la  droite  bc  qui  passe  par  les  mtlieuv 
/',  cdes  côtés  AB,  AC 

IVole.  —  La  même  question  a  été  résulue  par  MM.  Moret-BIaoc  ei 
J.  Delacoorcelln,  élève  en  Mathémaiiqucs  élémcDUires  au  lycée  rfi- 
Tarbci. 

troisième. 
Par  m.  MORET-BLANC. 


Première  question.  —  Par  tei  deux  extrémilès 
d'une  droite  AB,  et  d'un  même  côté  de  cette  droite, 
on  lui  élève  deujc  perpendiculaires  AC  et  BD,  telles 
(lue  taire  du  trapèze  ABCD  ai>  une  valeur  constante 
donnée.  Du  milieu  K  de  la  droite  AB,  on  abaisse  une 
perpendiculaire  EM  sur  la  droite  CD.  Trouver  h- 
lieu  décrit  par  le  pied  M  de  celte  perpendiculaire 
t/uand  on  fait  varier  les  longueurs  des  perpendicu- 
itires  AC  et  BD. 

Même  problème  quand  les  lignes  AC  et  BD,  au  lieu 
d'être  perpendiculaires  à  AB,  sont  parallèles  à  une 
droite  fixe  donnée. 
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Soit  m*  l'aire  donDee  du  trapèze  ABCD.  On  a 


Soit  F  le  milieu  de  CD;  la  ligne  EF,  parallèle  à  AC 
et  à  BD,  sera  perpendiculaire  à  AB  et  égale  à 
An_    BD        ml 
à         "^  AB' 
troisième  proportionnelle  à  AB  et  m. 

Ayant  «■levé  EF,  perpcadiculaîre  sur  le  milieu  de  AB 
et  «gale  à  celte  longueur,  le  point  F  est  le  milieu  de  CD 
dans  toutes  ses  positions.  L'angle  EMF  étant  droit,  le 
lieu  du  point  M  est  la  circonféi'ence  décrite  sur  EF 
comme  diainolre. 

Si  AC  et  BD  sont  parallèles  à  une  droite  fixe  donnée, 

soit  d  leur  distante  ;  il  faudra  prendre  EF  ^=  -j  et  pa- 
rallèle à  la  droite  donnée  :  le  lieu  du  point  M  sera  encore 
la  circunlerence  décrite  »ur  EF  comme  dia 


Obuxiêmk  qdestio».  —  Construire  un  quadrilatère 
inscriplible,  conimissanl  les  deux  diagonales,  l'angle 
qu'elles  forment  entre  elles,  et  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit au  quadrilatère.  Discussion. 

Soient  r  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  rf  et  rf*  les  deux 
diagonales  dont  aucune  évidemment  ne  doit  surpasser  ar, 
et  0  leur  angle. 

DéiTÎvons  une  eirconférence  avec  le  rayon  donné,  et 
dans  celte  circonférence  inscrivons  une  corde  AC,  égale 
à  la  diagonale  d\  abaissons  du  centre  O  la  perpendicu- 
laire 01  sur  la  corde  AC-,  menons  par  O  une  droite  qui 
fasse  avec  01  l'angle  donné  0,  et  prenons  sur  cetle  droite 


OH^  OH'^  1/  .    --.-. 
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La  coi-dc  Bl),  muiiûc  par  H  ou  par  H'  perpcndîculai- 
remcnlà  HU',  sera  la  seconde  diagonale  du  quadiilatère-, 
mais,  pour  que  re  quadrilatère  soit  convexe,  il  faut  que 
lesdeus  diagriualessereaooiitrenlà  l'intérieur  du  cercle. 

Projetons  A  et  C  sur  Hll',  en  a  et  c.  Si  les  deux  points 
H  et  H'  sont  situi-s  entre  a  et  c,  il  y  aura  deux  quadri- 
latères convexes  salisfaisant  à  la  question  ;  si  un  seul  des 
points  li,  H'  est  compris  entre  a  et  c,  :i  <:e  point  corres- 
pondra un  quadrilatère  convexe  et  à  l'autre  un  quadrî- 
lalèrc  étoile.  Si  les  deux  points  H  et  H'  sont  hors  du  seg- 
ment ac,  les  deux  quadrilatères  seront  étoiles. 

Si  l'on  taisait  l'angle  8  de  l'autre  côté  de  01,  on  obtien- 
drait des  solutions  symétriques  des  premières  par  rap- 
port à  01,  et  par  conséquent  des  quadrilatères  égaux 
aux  précédents. 


CORRESP0XD4?iCE. 


Lettre  de  M.  L.  Doucet,  professeur  au  Lycée  Corneille 
à  Rouen. 
Monsieur, 
Voulez-vous  me  permettre  de  vous  adresser  une  nou- 
velle solution  d'un  problème  déjà  traité  plusieurs  fois 
dans  les  jénnnles?  Il  s'agit  de  la  question  comprise  sous 
les  n"  U70  et  i028,  question  assez difiicile,  à  mon  avis. 
Je  n'ai  pas  su  retrouver  dans  les  annales  la  première 
loltilton.  Une  lettre  de  M.  Bourguet,  t.  XIII,  p.  £76,  en 
fait  la  critique  et  signale  une  erreur.  M.  Bourguct  traite 
la  question  à  son  tour  et  termine  en  concluant  que  le  lieu 
est  du  Luitième  oi-dre.  Plus  tard,  en  1877,  M.  Poujade, 
reprenant  les  résultatsde  M.  Bourguct,  annonce  qu'on 
p<*iit  décomposer  son  équation  du  liuUième  degré;  i!  y 
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trouve  UD  quadrilatère  imaginaire,  ayant  |>our  sommets 
les  quatre  foyers  de  l'ellipse  donnée,  puis  l'ensemble  de 
deux  coniques,  l'une  intérieure  à  celte  ellipse  (solution  à 
rejeter  parconséquent),  l'autre  extérieure,  qui  est  la  vraie 
solution.  M.  Poujade  c\àt  sa  lettre  en  donnant  le  moyen 
de  former  une  équationdu  dixième  degré  contenant,  outre 
ce  qui  précède,  l'ellipse  donnée  elle-même.  Depuis  lors, 
si  je  ne  me  trompe,  la  question  n'a  pas  reparu  dans  les 
Nouvelles  A  anales. \i»ns  la  solution  que  je  vous  envoie, 
il  n'y  a  ni  dixième  ni  liuitième  degré  ;  je  vais  tout  droit 
à  la  courbe  du  second  degré,  qui  est  la  réponse  unique  à 
la  question  posétr.  Je  donne  en  outre,  ^ar  lu  mâme  pro- 
cédé de  calcul,  le  lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs 
du  triangle. 

La  question  est  fort  intéressante.  Elle  m'a  été  com> 
muniquée  par  les  élèves  de  Maibéniatiques  spéciales  de 
Rouen,  a  qui  l'avaient  envoyée  des  cauiarades  du  lycée 
Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Pruvost).  Je  u'ai  pas 
trouvé  du  premier  coup  la  solution  relativement  simple 
que  je  vous  envoie. 

On  cii--conscrit  à  une  ellipse  donnée  un  triangle  ayant 
pour  hauteurs  les  droites  quijoignent  les  sommets  aux 
points  de  contact  de  la  courbe  avec  les  côtés  oftposés  : 
lieu  des  sommets  du  triangle  ;  lieu  du  point  de  concours 
des  hauteurs. 

Soient 

acosa   ,  ysina—p      I'      o, 

xcos?-r^sin3-7  ,tQ:.o, 

iccos  ■[   h  ysiii  Y  -■  '■     -  R -";  o 

les  équations  des  polaires  des  sommets  du  triangle. 

La  conique  donnée  aura  une  équation  de  la  forme 

A        B       Ç_ 
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vt,  si  l'on  exprime  les  conditions  de  l'énoncé,  on  a  im- 
médiatement 

^ous  allons  tlutic  iiieiiliiîur  rctjuation 
I  I  1  _ 

ÏÏ  ^  g  "*"  H  "" 
avec  l'équation 

a'y*  +-  &*ar'  ^  a^b'  :r  o. 
On  obtient  ainsi 

|+7{C0SY -^cosO   i   r(cos^  +  cos^)^o, 
I    /.(sinp  +  sinY) 

i    +7(sin  Y+sina)    i    r(siiia    (-sinP)  =  0, 
(3)         «m(P  +  Y)-f-âin(Y-i«)-H5in(<t  +  p)^.o, 

COS^COS  Y    HroHYCOSai  ■^  rosacos  P 
*•■ 

-  ?^  +  ^P  +  /^ 
—  O-  6-"' 

Désignons  par  >,  la  vahiur  commune  de  ces  trois  rap- 
ports ;  cette  valeur  est  facile  à  déterminer.  En  eflfet,  les 
équations  (4)  donnent 

(5)  cos(p  +  Y)-t-<:os(Y+=t)  +  cos(-  +  p)  =  -Xc', 

(6)  ces  (p  -  y)  +  cos  (Y  -  »)  +  cos  («-  p)  ^X(a'  +  b'). 
Si  l'on  ajoute  les  équations  (3}  ct{S}  élevées  au  carré, 

en  tenant  compte  de  l'équatiou  (6),  ou  a 
c'X'  — 3(a'  -(- A')l  — 3  — o, 
et  il  faut  prendre  la  racine  négative,  car  la  racine  posi- 
tive rendrait  l'expression  ^  (a* -1-i*),  c'est-à-dire    In 
somme  des  trois  cosinus  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (6),  supérieure  à  i. 
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Donc 

SoieDt  mamtenant  x^  et  y,  les  coordonnées  du  sommet 
M,  pôle  de  la  droite  R  =o.  On  a  évidemment 

P,  17   (^),  -  —  R, 

et,  si  l'on  désigne  par  \l'  la  valeur  de  ces  trois  expressions, 

j;,  ces  a  -(  ji  sina  — /n-  ^', 

Xf  cos  p  ■-;  /i  sin  p  r-  j  -i-  jj.', 

x,  cas  T  -r  .r,  sin  f-r—  ;*'. 

Multiplions  ces  trois  équations  respectivement  par 

cosp  -h  cos  Y.     cos'7  -(-  cosa,     cos«H-cosp 

et  ajoutons.  Nous  trouvons  ainsi 

Ifc'^,  -  [l'cosTf. 
En  multipliant  de  nouveau  par 


on  trouve  de  même 
Donc 

et  comme,  d'autre  part, 

[i"-r  X{(i»/î-(-i»j;  — a»fc»)^o, 
on  a,  pour  l'équation  du  lieu  d(-  M^ 

a»vÎ4-i»^î-rt*A*-i-X{aSÎ  +  ^J^Î)  =  o, 
y.  recevant  la  valeur  déterminée  plus  haut. 

Cette  conique  est  extérieure  à  l'ellipse  donnée.  En 
«Ifet,  ").  étant  négaLif,  on  a  nécessairement 
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Xobtiens  de  la  même  manière  le  Heu  du  point  de  con- 
cours H  des  hauteurs  du  triangle.  Soient  Xo,^^  les  coor- 
données de  ce  point.  Il  est  clair  que  P*  ^  Q*  ^  Rg,  et,  si 
l'on  désigne  par  y.  la  valeur  commune  de  ces  trois  ex- 
pressions, on  a  immédiatement 
(.)  3,*«^X(a'^;  +  6',rï-a*6'). 

Multiplions  par 

coB  p  +  cos  7,  cos  f  -H  cos  a,  cos  «  +  cos  p 
les  trois  équations 

.c,  cos  I  +■  /,  sin  «  r^  />  -H  I*, 

j-t  cos  ?  -i-  _j-<,  sin  p  ^  y  ,1-  n, 

JTt  cos  Y  -t-  _}„  sin  T  -  r  -(-  (JL, 

et  ajoutons,  ^ioos  aurons,  en  tenant  compte  de  (1),  (a) 

-1(3), 

Xft'iCo  =  n(cosn-  cosp  -h  cos  7). 

On  aurait  de  même,  en  multipliant  par  sin  ^  +  sin  y, . . . , 

ln'/i.  -  (*  (sin  «  +  sin  p  +  sin  ■{). 

En  éle.vant  an  carré  ces  deux  dernières  équations,  les 
ajoutant  et  tenant  compte  des  équations  (4)  et  de  la  valeur 
détona 


Si  l'on  substitue  dans  l'équation  (  t),  on  a  le  lieu  du 
point  H  : 

3{b*xl-\-a\vlJ  =  cn{a*yl  -h  b^scl —a'b'). 

Cette  conique  e$t  intérieure  à  l'ellipse  donnée,  puisque, 
y.  étant  négatif,  oh  a  nécessairement 
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Lettre  de  M.  A.  Legoitx,  professeur  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Grenoble. 
Monsieur  le  Rédacleur, 

A  propos  de  la  remarquable  méthode  d'intégration 
de  l'équation  des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde 
de  M.  A.  Picart,  permettez-moi  de  vous  rappeler  une 
autre  méthode  géométrique  que  j'ai  donnée  en  1878 
et  dont  j'ai  indiqué  l'application  au  cas  particulier 
actuel  (Étude  analytique  et  géométrique  d'une  Ja- 
mille  de  courbes,  p.  18). 

Voici  en  quelques  mots  l'esprit  de  cette  méthode  : 

On  remarque  d'abord  que  Téquation  diflerentielle 

—  .rr/)' +  0»  -   .r' ^-  è')/>  +  j-v  — o. 
où 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

(py  -.rH.r    -/),ri-,-i'/'  -  <*■ 
Cela  posé,  on  fait  un  changement  de  variables  ;  od 
prend  pour  nouvelles  variables  x' et  y',  liées  aux   an- 
ciennes par  les  équations 


On  voit  sans  peine  que 

p^^  x', 
px  —  Y  —  y'- 
On  sait  que  cette  transformation  revient  à  prendre  la 
courbe  transformée  par  polaires  réciproques  de  la  pro- 


tzedbïGoOglc 


(  3»7  > 
posée  relativement  à  la  parabole 

Le  principe  de  celte  IransToraiation  est  dû  à  Monge 
(  voir  Chàsles,  aperçu  kistoriqiio,  p.  îyG). 
Lcquatîiin  dirtércnlielle  proposce  deviciU 

que  l'on  rend  linéaire  en  posant 
et  dont  l'intégrale  est 

c'est  l'éfjnation  d'un  système  de  coniques. 

L'intégrale  générale  chercliée  est  l'équation  des  po- 
laires réciproques  de  ces  coniques  relativement  A  la  pa- 
rabole 

On  irouve  sans  peine  que  cette  équation  est 


elle  représente  des  coniques  lioinofocales. 

Lettre  de  M.  ji .  Hilntre,  professeur  au  Lycée 
(Je  Douai. 
Monsieur  le  Rédacteur, 
Voulez-vous  me  permettre,  quoique  je  ne  sois  nul- 
lement  en  cause,    de   répondre  à    la   réclamation  de 
M.Mansion(i88i,p.  i43}l' 

Silon  se  reporte  à  l'arliclcde  M.  Weill  {i88o,p.  aSS), 
la  phrase  citée  par  M.  Mansiou  s'y  trouve  intercalée 
entre  demc  théorèmes;  elle  se  termine  en  réalité  par 
un  point,  et   mm,  comntc  dans  la   citation,  par   deux 
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points;  elle  s'applique  donc  au  premier  des  deux  théo- 
rèmes : 

Si  une  conique  est  inscrite  dans  un  triangle,  et  que 
la  somme  des  carrés  de  ses  axes  reste  constante,  son 
centre  décrit  une  circonférence  ayant  pour  centre  le 
point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle. 

Or  celle  proposition,  très  connue,  est  due  à  Steincr, 
Gl  elle  a  été  seulemunl  étendue  à  l'espace  par  M.  Mention, 
professeur  à  Paris,  et  collaborateur  des  Nouvelles  An- 
rjti^f  jusqu'en  1867. 

Je  lerminerai  par  deux  indications  bibliographir|ues  : 

1°  On  s'explique  que  M.  Menlion  ait  pu  être  regardé 
comme  l'auteur  du  ihéorcme  de  Géométrie  plane,  parce 
qu'il  l'avait  énoncé  et  démontré,  sans  en  indiquer  l'ori- 
gine, à  la  &n  d'un  long  article  sur  l'hyperbole  équiia- 
tcre  {^Nouvelles  Annales,  i865,  p.  38), 

a"  Le  théorème  analogue  de  l'espace  est  ainsi  conçu: 

Si  un  ellipsoïde  est  inscrit  à  un  système  de  sij: 
plans,  et  que  ta  somme  des  carrés  de  ses  axes  reste  con- 
stante, son  centre  décrit  une  sphère. 

M.  Mention  n'avait  pas  fait  connaître  la  position  du 
centre  de  la  sphère  par  rapport  aux  six  plans  donnés  : 
cette  détermination  a  été  faite  par  M.  Paul  Serret. 

Onpeut  consulter  là-dessus  trois  articles  de  ce  dernier 
auteur,  qui  ont  paru  dans  l'année  i865  de  votre  Journal 
(p.  1 45,']  93  et  433}  cl  qui  ont  servi  de  préliminaires  à  la 
Géométrie  de  direction,  ouvrage  publié  quatre  ans  plus 
tard,  en  iStip. 

yole.  —  Les  i|ucslions  t3«  et  1357  ont  été  résolues  par  M.  Pi»ani  ; 
el  les  questions  1348  el  1353  par  M.  ArtemiefT,  i  Saiat-Pélersbourg. 
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SOLUTIONS  it  «USSTIOKS 
PROPOStBS  UNS  LES  NOllYSLLES  AKNALIS. 


Question  127 

En  rendant  rationnelle  l'équation 

(«,  H-  x)^+  (a,  +  :»■)*+■  •  ■  ■  +  («™  +  X)' =-o, 
on  parvient  à  une  équation  du  degré  2"""'. 

Désignons,  en  général ,  par  ap  l'expression  (a^  -t-  x)'. 
M.  Desboves  démontre,  dans  ses  Questions  d'algèbre, 
p.  217,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Étant  données  n  lettres  a., ,  «g,  .  .  . ,  ««, 
on  forme  a""'  polynômes  comme  il  suit  ;  on  écrit,  à 
la  suite  de  a,,  successivement  ■+-  «tj  et  — a^,  et  l'on  a 
ainsi  les  deux  binômes  a)-4-ai,a,  —  Oj;  à  la  suite 
de  a,  ■+-  «i  et  a,  —  a,  on  écrit  successivement  +  a» 
et  —  ocj,  et  l'on  obtient  ainsi  quatre  polynômes;  on 
écrit  à  la  suite  des  quatre  polynômes  successivement 
+  «,  et  — »!,  et  l'on  obtient  ainsi  huit  polynômes,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  toutes  les  lettres  aient  été 
employées.  Si  l'on  fait  alors  le  produit  des  a""'  der~ 
mers  polynômes,  on  obtient  unejonction  symétrique 
de  toutes  les  lettres  élevées  à  des  puissances  paires. 

Si  diiiic  on  miilnplie  le  polynôme 
qui  forme  le  premier  membre  de  l'é<]uatiou  donnée,  et 
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qui  (!st  un  dtis  polynômes  énoncés  dans  le  théorème  pré- 
cédenl,  par  les  a"~'  —  i  polynômes  restants,  on  obtien- 
dra une  fonction  où  chaque  lettre  entrera  à  une  puis- 
sance paire.  En  remplaçant  alors  «^  par  Op+x,  qui  est 
du  premier  degré  enx,  le  degré  de  chaque  terme  sera 
réduit  à  moitié,  et  le  résultat  sera  du  degré  2""^. 

C'est  du  reste  la  méthode  indiquée  par  M.  Desboves. 
Ouvrage  cité,  p.  319.  Oh.  B. 

!\'ole.  —  La  même  queslion  a  éié  rûscilue  par  M.  BmcarH. 

Qutution  119î> 

(mCr  .•.*rle,l,  XV,  p  .,i' 

F\SL  M.  morbt-blam;. 

Une  pile  de  boulets  à  base  carrée  ou  à  base  trian- 
gulaire ne  contient  jamais  un  nombre  de  boulets  égal 
au  cube  ou  à  la  cinquième  puissance  d'un  nombre 
entier.  (E.  Lucas.) 

On  sait  que  la  somme  ou  la  difTérence  de  àeax  cubes 
inégaux  ne  peut  ôtre  égale  à  un  cube,  ni  au  double  d'un 
cube.  De  mâme,  la  somme  ou  la  dïlTérence  des  cin- 
quièmes puissances  de  deux  nombres  inégaux  ne  peut 
être  égale  À  une  cinquième  puissance,  ni  au  double  d'une 
cinquième  puissance,  i  étant  un  cube,  il  en  résulte  que 
deux  nombres  entiers  consécutifs  ne  peuvent  être  simul- 
tanément un  cube  et  le  double  d'un  cube,  ou  bien  une 
cinquième  puissance  et  le  double  d'une  cinquième  puis- 

Cela  posé,  considérons  d'abord  la  pile  n  base  trian- 
gulaire. 

Je  dis  qu'on  ne  peut  avoir  en  nombres  entiers 

nln  +  i){n^-'i)^6m\ 
sauf  le  cas  de  n=^  t. 
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Eli  eJl'et,  Jes  trois  uombre3n,n4-  i,n-t-a,  n'ayant 
pas  de  facteur  comniun,  sauf  a  si  n  est  pair,  devraient 
être  l'un  un  cube,  un  autre  le  double  d'un  cube,  et 
l'autre  le  triple  d'un  cube. 

Or,  d'après  la  remarque  précédente,  n  4~  t  ne  peut  être 
un  cube  ou  le  double  d'un  cube;  reste  donc  à  supposer 
que  n  +  i  soit  le  triple  d'un  cube,  n  +  ■  sera  alors  de 
l'une  des  formes  <jA,  9^'+ 3,  9^ — 3,  et  l'on  aura  une 
des  trois  combinaisons  suivantes  : 


9* 

,9*+«,  9* 

9«, 

9*+ 3,  9' 

9*  + 

,9*      'l-  0^ 

n  et  R  +  a  ne  pourront  être  simultanément  l'un  un 
cube,  l'autre  le  double  d'un  cube. 

Donc,  dans  aucun  cas,  le  nombre  des  boulets  de  la 
pile  ne  sera  un  cube,  sauf  le  cas  de  n  =  i . 

Il  ne  sera  pas  non  plus  une  cinquième  puissance. 

Il  faudrait,  en  elTet,  que  n  +  i  fàt  le  triple  d'une  cin- 
quième puissance,  et,  en  remarquant  qu'une  cinquième 
puissance  est  de  l'une  des  formes  i^ih,  aoA  rt:  i,  aÔAity, 
un  aarait  une  des  combinaison.^ 

«4-1      a'tA,  ■»'^k  ■■  .1,  25X-      .'i,  ■ï5A--.-'|,  ■i'Sk    -'\. 

n  ■  25A      I,  aSA^i.  i5*      ',,  iSA-u.l,  a"./ -5. 

rt+a. .  oSA"  +  I,  ^5A  ■     '\.  -x^k  ■     ■s,  a5i  -l-  5,  a5^--  3; 

«etn-t-  3  ne  seraient  pas  simultanément  un  cube  elle 
double  d'un  cube. 

Donc  le  nombre  des  boulets  d'une  pile  à  base  trian- 
gulaire ne  peut  être  un  cube  ni  une  cinquième  puis- 
sance que  si  /]  ^  I . 

Considérons  niaïutenant  une  pile  à  base  carrée,  et 
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voyons  si  l'on  peut  avoir 

n(«+i)(a/z+i)=6m'. 

Si  an  -\-i  est  le  triple  d'un  cube,  on  tombe  dans  im 
cas  d'impossibilité  déjà  signalé. 

Si  an  -!-  I  est  un  cube,  il  est  de  l'une  des  formes  gk, 
gk-h  if^fi —  i,  et  l'on  aune  des  combinaisons 


n  +  i-^g*,          9i  + 

,  9*- 

n  — 9*-(-4,  9*, 

9*- 

«  +  1  =  9* -h  5,  9*  +  ! 

,9*. 

Les  deux  autres  nombres   ne  seront  pas  simultané- 
ment le  triple  et  le  double  d'nn  cube. 
Examinons  si  l'on  peut  avoir 

«(nH-i)(2«   Hi)-6m'. 

Si  an  4-  ■  est  le  triple  d'une  cinquième  puissance,  n 
et  n  H-  I  devraient  être  une  cinquième  puissance  et  le 
double  d'une  cinquième  puissance,  ce  qui  est  impos- 
sible. Si  3n  -f-  I  est  une  cinquième  puissance,  on  aura 
l'une  des  combinaisons  suivantes 

an  +  I  =^a5*,  aSA ■  +  i,  aSA-- 1,  a5A  +  7,  a5A  —  7  , 

«=a5A+ia,  aS*,  aSA— 1,  a5A+3,  a5*— 4, 

«  +  i-a5A-i-i3,  a5*+i,  aSA,  a5*  +  4,  a5>t— 3, 

et  l'on  voit  que  n  et  n'+  1  ne  seront  pas  simultané- 
ment le  double  et  le  triple  d'une  cinquième  puissance. 

Donc  le  nombre  des  boulets  d'une  pile  à  base  carrée 
ne  peut  être  une  cinquième  puissance  nî  le  double  d'une 
cinquième  puissance,  sauf  le  cas  d'un  seul  boulet. 
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Question   1328 

doit  >•  Krll,  I.  IVIII.  p.t-,1); 

Pa»  m.  MORET-BLANC. 
Étant  données  les  équations 
(0  537*4-  5/*—  3'  +  6o.r  —  a^s  =  o, 

(a)  a5ar'+  aSj'-t-  s'—  i5xs  r.o, 

(  3  )  75a:*  +  75  j*  +  2  j'  +  5_j's  —  45  jj  —  o, 

représentant  des  surfaces  rapportées  à  un  même  sys- 
tème d'axes  rectangulaires,  on  demande  :  i"  de  trouver 
le  genre  de  chaque  surface;  2°  de  trouver  l'intersection 
des  surfaces  (1)  eï  (a);  3'  de  trouver  les  projections  sur 
les  plans  coordonnés  de  fintersectton  des  surfaces  (i) 
et  (3).  (Ernest  Lebon.) 

1°  L'equatîoD  (1}  peut  s'écrire 

5{^-h6)»  +  5j'-(.-  +  ia)'^36; 
elle  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  de  révolu- 
tion aulour  d'un  axe  parallèle  à  Oz,  et  ayant  son  centre 
au  point  x^  — 6,j-=  o,z  =  —  la;  le  rayon  du  cercle 
de  goi^t!  est  égal  à  -;^  et  les  génératrices  font  avec  l'axe 

on  angle  dont  la  tangente  est  égale  à  — -j  - 
V^5 

L<;s  équations  homogènes  (a)  cl  (3)  représentent  des 
cônes  du  second  degré  ayant  leurs  sommets  à  l'ori- 
gine. 

Les  trois  surfaces  passent  par  l'origine  des  coordon- 
nées et  sont  coui^ées  suivant  des  cercles  par  des  plans 
parallèles  au  plan  des  a-y. 

a"  En  éliniinaut  ^  entre  les  équaiions  (i)  et  (a),  on 
obtient  l'équation 

(=4  ao)('*=^-5..r-  o; 
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elle  représcDte  le  système  de  deux  plans  perpendicu- 
laires au  plan  des  xx  et  passant  par  l'intersection  des 
deux  surfaces.  Le  premier,  parallèle   au  plan  des  xy, 
coupe  les  deux  surfaces  snivant  ua  cercle, 

le  second  les  cou[>e  suivant  deux  génératrices  doutle.s 
projections  sur  le  plan  des  xz  se  confondent, 


et  dont  les  projections  sur  le  plau  dcs^  ont  pour  é(]ua- 
tîon 

3°  Si,  entre  les  équations  (i)et  (3),  on  élimine  succes- 
sivement jT',  X  et  z,  on  obtient  les  équations        * 

-T-  (i7J*--36o- —  .\ïtjcz    -gôoj^)' —  o, 

S»(175-r-  57    r-36o)' 

h  1085(5 -r  2o)(!75    i-5/  i-36o) 

—  5(17^''^  17^+ 3(1  J-)* 

—  a4(i7x'-,-  17/»  )-24x)(45x  — 57  1-48)-  o. 
qui  représentent  lits  projections  de  l'intersectiou  des  sur- 
faces (i)  et  {3)  sur  les  plans  a:Oz,j  Os  ei  xOj. 

Les  deux  premières  ne  rcnfermetilxetj^  respective- 
ment qu'au  second  degré  ;  on  peut  donc  les  résoudre  par 
rapport  à  ces  variables.  La  troisième  ne  renferme  ni 
terme  indépendant,  ni  terme  du  premier  degré  ;  en  la 
transformant  en  coordonnées  polainis,  on  aura  une 
équation  du  second  degré  en  p.  La  discussion  et  la  con- 
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stroc-iioii  de  ces  ti-uîs  oouibcs  ne  présente  d'autre  dîtli- 
culté  que  ]a  longueur  des  calculs,  résultant  de  la  gran- 
deur des  coeflîciL-nts;  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 

Question    1330 
Pah  m.  s.  REALES. 

Les  nombres  x,j,  z  étant  exprimés  par  les  for- 
mules 

yr^^(-  «'+  p'-  v'^  e»)  -h  2?(Qa  -F  3ï  +  45), 
;^3{-^a'-?'-Hv'+B')+-4ï(»  +  P  +  a5), 
OH  peut  énoncer  les  propriétés  suivantes  : 
i"  L'expression 

se  réduit  à  une  somme  de  deux  carrés. 

a"  Pour  des  valeurs  entières  convenables  de  a,  j3,  y, 
S,  tout  nombre  N,  qui  est  égal  à  la  somme  de  deux  car- 
rés entiers  et  à  la  somme  de  trois  carrés  entiers,  peut 
être  représenté  par  l'expression  ci-dessus,  dont  les 
termes  ont  été  préalablement  débarrassés  des  facteurs 
communs  inutiles. 

La  proposition  so  relie  à  celles  qui  font  l'objet  d'un 
précédent  article  des  Nouvelles  Annales  {')  et  se  dé- 
montre de  la  même  manière. 

Les  indéterminées  x,  j,  z  étant  exprimées  en  «,  ,j. 
7)  d,  comme  il  est  dit  dans  l'énoncé,  posons  en  ouii  u 

«_-.  4("'-^?'+ï'-t-5')--33(2«-Ha?  +  3ï). 

(')  Développements   sur   qurique»   théorèmes    d'Arithmëtiqw 
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c'est-à-dire  une  équation  iiidéierminéc  dont  toutes  \vf 
solutions   entières   peuvent  s'obtenir  par  les  formulcF 
ci-dessus,  moyennant  des  valeurs  entières  convenable» 
attribuées  à  a,  |3,  y,  i.  De  là  la  proposition  énoncée. 
Voici  quelques  exemples  : 

1  a^.,,     p^io.     -f^'"4.     3=^-i5; 
j  a^io,     M  7,     T--=io     3  =  -9; 

I  4'-î-3'-(-i'---_-5'  +  i'^26; 

I        6'  -(-  a'  -h  1  '  ~  5'  -h  4'  =  4 1  ! 


La  question  proposée  est  ainsi  résolue,  puisque  l'on  a 
la  solution  complèlede  l'équation  indéterminée  d'où  elle 
dépend.  Quant  aux  preuves  de  la  généralité  absolue  de 
la  solution  précédente,  elles  tiennent  aux  mêmes  consî- 
déralionsqui  se  rapportent  aux  équalious  résolues  dans 
l'article  mentionné. 11  en  est  de  même  quant  aux  moyens 
de  détcnniner  les  valeurs  de  a,^,y,$  d'après  des  valeurs 
préalablement  données  de  f,  u,  x,  j^,  z.  Nous  n'insiste- 
rons donc  pas  ici  sur  ce  sujet. 
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Par  m.  h.  RESAL. 


L'illustrcgûomùtred'Alexandrîe  a  énoncé  le  théorème 
suivant,  dont  la  démon.stralîon,  si  elle  a  été  donnée,  n'est 
pas  parvcuuc  jusqu'à  notre  époque  : 

Si  trois  )iiohiles  plactfs  aux  sommels  d'un  triangle 
finrtent  en  même  temps  et  parcourent  respectivement 
les  trois  côtes,  en  allant  dans  le  ntdnie  sens  et  afec  des 
vitesses  proportionnelles  à  ces  côtés,  leur  centre  de  gra- 
vité restera  immobile. 

Ce  théorème,  qui  est  tombé  dans  l'oubli  malgi'é  l'iuté- 
rèt  qu'il  présente,  est  un  cas  particulier  du  suivant  : 

Soient  A.,hi. ..  fi,, Kt  un  poljgone  fermé  de  n  côtés, 
plan  ou  gauche,  m  la  niasse  de  chacun  des  n  points 
matériels,  partant  en  même  temps  des  sommets  A,, 
A»,  ...,An>  ft  dans  le  même  sens,  avec  des  vitesses 
constantes  V,,V2,. .  .,V„j  proportionnel  les  aux  côttïs 
ni  =  A,Aj,  flî^^AjAj,  ...,a„  =  AuA,,  le  centre  de 
gravité  des  masses  m  reste  fixe. 

Rapportons  le  système  à  trois  axes  coordonnés  rectan- 
gulaires Oi,  Oj,0z,  et  soient 

Xi,yi,  Si  les  coordonnées  du  sommet  A,*; 

j:,  y,  z  celles  du  centre  de  gravité  du   système  des 

masses  r/i  au  bout  du  temps  /  ; 
\i=^hai  la  vitesse  du   mobile  mi  qui   part  du   som- 
met A,',  en  désignant  par  A'  une  eonstaiiic. 

L'ordonnée  parallèle  n  O.t-  du'inobîle  m/  au  bout  du 

A«n.  dt  lUathém..  ■!' s^rit,  t.  XX  (  Aoûl  iBSi).  33 
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temps  I  étaiil 

.ri  -h  A-  ai  ros(«,  ,j^)xt, 
on  a,  en  prenant   les  moments  par  rapport   : 


mS\a^i+kaii^o&{ai,i}> 


1-A(S,_ 


,.(0). 


Comme  le  polygone  est  fermé,  le  second  terme  du  second 
membre  de  cette  égalité  est  nul  ;  d'ailleurs,  £m  =  nm; 
par  suite, 

.r—  -Sj-f- 
et  de  mèm«- 


ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

SUR  L'EXPRRSSMN  BU  TftLVMB  K  CERTAINS  TÉTRAÊBRISi 

Par  m.  h.  FAURE, 
Cher  d'escadron  d'Artillerie. 


I.  Si  l'on  désigne  par  a,  b,  c,  d^  a*,  h',  i/,  à'  les  som- 
mets de  deux  tétraèdres,  on  a  la  relation  suivante  : 


a'bcd  a'cda  a'dab  a' abc 

h'hcd  b'cda  b'dab  b'abc 

c'bcd  c'cda  c'dab  c'abc 

d'bcd  d'cda  d'dab  d'abc 


^=  {abcdy.a'b'c'd, 
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entre  les  volumes  des  divers  létraèdres  que  l'on  peut 
former  en  joignant  les  sommets  du  premier  à  ceux  du 
second. 

Ce  théorème,  que  j'avais  propose  en  question,  a  été 
démontré  dans  ce  Jouinal. 

II.  Supposons  qu'il  existe  entre  les  volumes  de  ces  té- 
traèdres tes  relatiouii 


b'bcd       b'cfla        h'rinb        h'nl>c 


c'cda       c'fiab 


(Fhcrl  _^  d'cda d'dab       d'abc 

-^r---^-  -;r-  =  — .-■ 
I)e  la  première  nous  déduisons 

a'bcd  _  a'cda  _  a'dab  __  a'abc nhcfl 

l      ^     /«     ~      «      ^     P      ^  l  +  m  +  n+p' 

Les  trois  autres  donnent  des  résultats  analogues,  de 
sorte  que,  si  dans  le  déterminant  A  'nous  remplaçons 
tous  les  volumes  par  leurs  valeurs  eu  fonction  de  ahcd  et 
(les  coefficients  /,  m,  n,  . . . ,  nous  trouverons,  en  repré- 
MtDiantparP,  P,  P",  F"  les  sommes /-f-m-t-n-(- ;>,..., 


l'es  quantités  l. 


•ni   susceptibles  de 


«gnes,  car  on  doit  avoir  en  même  temps 

a'hcd  +  a'cda  -\-  a'dab  +  a'abc  ■=.  abcd, 
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Si  les  jK>iiils  Cl',  b\  i/,  d'  sont  sur  Ivs  faces  A,  B,  C,  1), 
on  a,  dai)s  l'espace,  le  Uivorèmc  curit-siiondaiit  à  la  ques- 
tion 1353. 

III.  Supposons  que  les  points  n',  b',  </,  d*  soient  pris 
respectivemciitsurics  faces  A,  BjC,  Ddu  tctracdrefi£c(/. 
Nous  a 


(ri  des  expressions  analogues  pour  les  autn-s  éléments 
du  déterminant  A.  JNotre  premier  tliéoréine  devieai 
<lone  celui-ci  : 

Un  tétraèdre  abcd  lîtant  donné,  si  l'on  prend  sur 
sns  faces  les  points  (/,  //.  /,  c/*  at  t/ue  l'on  désigne  par 
A,  l(,  C,  1)  les  aires  des  faces  de  ce  tétraèdre,  on  aura 


c'bd    c'dfi        o        c'ah  •         abcd 
<ebc     d'ca     d'fd)       o      | 

Si,  en  parricnlier,  les  points  n\  If,  </,  lï  sont  les  pieds 
des  perpendiculaii'es  abaissées  des  sommets  du  tétraèdre 
abcd  sur  ses  faces,  les  triangles  qui  ligurent  dans  le  dé- 
terminant sont  les  projections  de  trois  des  faces  sur  la 
quati'ièmc,el  l'on  obtient  le  résultat  indiqué  parM.Gemy 
(question  l!l.'JiJ). 

IV.  Joijjnons  un  point  quelconque  o  aux  sommets  h, 
b,  c,  d  cl  prenons  sur  ces  droites  respectivement  les 
points  «*,  b',  t/,  d'.  Ces  points  formeront  un  tétraèdre 
a'b'c'd',  liomologique  au  tétraèdre  abcd.  Si  l'on  désigne 
par  V  le  volume  de  ce  létraèdre,  par  Va,  V*,  Vf,  Vj  !« 
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volumes  des  tétraùdri^s  (|iii  ont  pour  suiiiniel  comiiiuu  le 
poiut  o,  et  pour  bases  lus  laces  A,  11,  C,  D  du  tétraèdre 
abcd.  ou  a  la  relation 

,.,      oa- .oh' .oc' .o<r f  oa  ^  nh  ,.         w  ,.         w/ ,.  \ 

oa.ob.oc.oit\oa  oh  oc'  ou       / 

En  etFel,  si  l'on  désigne  par  V^,\^,  \',,V,',Ii!a  vo- 
luoivs  des  tétraèdres  ayant  pour  gomiiii't  commun  le 
|>oiuto  et  pour  Lases  li!S  fares  du  lélraédi-e  a'I/'c^if,  ou 
a  l'égalité  évidente 

Or,  les  tétraèdres  V'„,  V"^  ayant  eu  commuu  les  iroîs 
arêtes  qui  se  coupent  au  point  u, 


^^       oa'.oc'.od'       \"^ on'  .oh'.ott       \',i oa'.oh'.oc' 

\T~  oa.oc.od  '     Yl~  on.ob.oU'      Vj  ~  oti.oh.oc  ' 

De  là  résulte  la  relation  que  nous  voulions  établir. 

Si  les  points  n*,  />',  c\  (f  sont  sur  les  faces  A,  B,  C,  I), 
on  aura 

o£__an;__\^        o/.__^ 

en  appelant  V  le  volume  nÔiv/;  l'égalilé  (i)  devient 

3\  V„VaV..V,; 

~       [V-V„,(\-\,)l\-\,)tV-VV)' 

Dans  cette  relation,  on  doit  donner  aux  volumes  Vo, 
^'i^  \ci  Vrf  des    signes  tels  que  leur  somme  soit  égale 

En  particulier,  si  le  point  o  est  le  centre  de  la  splièiv 
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inscrite  au  tétraèdre  abcd,  on  aura 


V'  =  - 


3V.A.B.C.D 


(S  — A)(S—  linS  —  CuS  —  D) 
en  posant 

S  =  A  +  B  +  C  H-  D. 

C'est,  à  un  facteur  numérique  près  ( — 3  au  lieu  de  6), 
le  résultat  indiqué  par  M.  Genty  (question  1352,  Impar- 
tie). 

V.  L'expression  (i)  que  nous  venons  de  trouver  pour 
le  volume  du  tétraèdre  a'iVd',  homologique  du  tétraèdre 
abcd,  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme.  Si  par  le 
point  o  nous  menons  des  plans  parallèles  aux  faces  b't!^, 
<:âd^  d'a'h\  «'AV,  ces  plans  rencontrent  les  faces  corres- 
pondantes Ôcrf,  cda,  dab,  abc  du  tétraèdre  abcd,  sui- 
vant quatre  droites  qui  appartiennent  à  un  même  plan  I, 
parallèle  au  plan  d'homologie. 

Mais,  d'après  une  propriété  connue  des  figures  bomo- 
logiques,  si  l'on  désigne  par  k  la  distance  du  plan  I  au 
plan  d'homologie,  on  a 

oa  _  (a,^  ■  ob_  _  (b,\)  o£  _  (c,  I)  orf  _  (rf,_I) 
un'  ~      k    '     où-  "      A     '     oc'  ~      K-     '     od'  ~     k 


doue 


L'expression  (  i  )  devient  ainsi 


u/.[.nA,I)((-,l)i*Al) 
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Vi.  Dans  le  déterminant  A,  remplaçons  les  volumes 
parles  valeurs 

a'bcd  =  \A.(a',\). 
a'cda  =  iB(a\B). 
a'dab  =  lC{a',C). 


nous  obtenons  la  relation 

I  («',A)  («',B)  (rt',C)  ((7',D) 

(b',\)  (*',  B)  (6',C)  (b',D) 

I  {c',\)  (o',  B)  {c\C.)  (o',  D) 

i  (d'.\)  (d\R)  (d'.G)  (rr,D) 

qui  se  trouve  dans  mon  Mémoire  sur  les  indices  (n"  87). 

VII.  D'uD  point  o  on  abaisse  les  perpendiculaires  oe^, 
oV,  oi/j  o^  sur  les  faces  du  tétraèdre  nbcd;  si  l'on  dé- 
signe par  V  le  volume  du  tétraèdre  clb'd^,  par  V  celui 
du  tétraèdre  abcd^el  par  A,B,  C,  Dlesaires  de  ses  faces, 


3  y 

4ABCD'' 


'.ob'.o- 


.orf"/. 


ob'       oc' 


En  eflet,  le  volume  V  est  la  somme  algébrique  de 
quatre  tétraèdres  ayant  pour  sommet  commun  le  point  o 
et  pour  bases  les  triangles  b'c'df,  c'd'a',  d't^^,  db'c . 

Or 

(tb'c'a ^ob' .oc' .od %\\\b'od ^\n{oe' ,  b'od'). 
Mais 


nb'od'  = 


nBD, 


Hn(t, 


,  6W')77,:siii{oc,C); 


par  conséquent, 

ei'c'rf'— oi'.oc'.orfsinBDsintoc.C) 


rL^yy 


aBCD 
On  a  des  expressions  analogues  pour  les  valeurs  des 
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autres  tétraèdres  qui  composent  le  volume  \'.  De  In  ré- 
sulte la  relation  indiquée. 

Lorsque,  en  ))articuiier,  le  point  o  est  le  centre  d'une 
sphiVe  iusciite  au  lélraèdre  V,  les  distances  oa',  ol>\  oc*, 
oïl'  sont  égales  an  rayon  r  de  et'ttc  sphère,  <;l  l'on  trouve 

~.'i,\.B.C.D 

C'est  la  seconde  dus  relations  indiquées  dans  la  ques- 
tion 13uâ. 

VIII.  Cette  relation  peut  aussi  se  déduire  du  théorème 
suivant,  que  nous  avons  proposé  en  question,  et  qui  a 
été  démontré  dans  les  Nouvelles  annales  : 

Lorsque  deux  tétraèdres  sont  polaires  réciproques  par 
rapport  à  une  surface  du  second  degré,  le  Kulume  de 
l'un  est  égal  nu  cube  du  volume  de  l'autre,  divisé  par 
trente-six  fois  le  produit  des  quatre  tétraèdres  qui  ont 
pour  bases  les  faces  de  ce  dernier  et  pour  sommet  corn- 
mun  le  centre  de  la  sut  face,  multiplié  par  le  carré  du 
produit  des  demi-axes  de  cette  surface. 


SUR  IKE  ami  BE  SURFACES  DU  QUATRIÉIE  ORBRB; 

Par  m.  \.  JAMIiT. 


I.  Dana  un  travail  réocrnmcnt  publié  dans  les  Nou- 
vell'fs  annales  de  Afailiémaliques.  M.  Amîgucs  a  étudié 
une  classe  de  surfaces  qu'il  a  désignées  sous  lo  nom  de 
girocj'clides.  Ces  surfaces,  engendrées  [)ar  des  cercles 
passant  par  deux  points  lixes,  admettent  ces  rercles  [wur 
lignes  de  couiburc  de  la  preniîéii*  série,  et  [K)ur  lignes 
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(lu  courbure  de  la  seconde  série,  des  courbes  spliëriqties. 
Elles  peuvent,  en  outre,  être  considérées  comme  des 
enveloppes  de  sphères  passant  par  deux  points  lixes,  et 
dont  le  centre  se  meut  sur  une  courbe  plane  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  ia  lîgue  qui  joint  les  deux 
points  fixes  et  passe  par  son  milieu.  Ce  sont  ces  surfaces 
que  l'on  obtient  en  transformant  les  surfaces  coniques 
par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Parmi  ces  surfaces,  M.  Amigues  considère  en  parti- 
culier celles  du  quatrième  ordre,  et  montre  qu'on 
obtient  de  pareilles  surfaces  quand  on  ebercbe  l'enve- 
loppe d'une  sphère  dont  le  centre  se  meut  sur  une  co- 
nique et  qui  passe  par  deux  points,  lixes  symétriques 
par  rapport  au  plan  de  celle  conique.  Ces  surfaces  cor- 
respondeut  aux  cônes  du  second  ordre,  3e  me  propose, 
dans  ce  travail,  de  déduire  des  propriétés  des  cùnes  du 
second  ordre  quelques  propriétés  des  girocycUdes  du 
qualrièine  ordre. 

II.  Vérifions  d'abord  qu'à  toute  girocyclide  corres- 
pond un  cône.  Prenons  pour  axe  des  z  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  fixes  (réels  ou  imaginaires  con- 
jugués) par  lesquels  passent  les  lignes  de  courbure  de  la 
première  série,  et  pour  plan  des  xy  le  plan  mené  per- 
pendiculairement à  celte  droite  par  le  milieu  de  la  dis- 
tance des  deux  points.  Soit  ac  la  demi-distance  de  ces 
points;  c  peut  être  de  la  forme  a^ —  i,  mais  c*  est  tou- 
jours une  quantité  réelle. 

Soient  les  deux  sphères 

(1)  .v'^  +  y^-^  z^—  -xinx  —  iny  —  c^  —  o 
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î'  +  i,' 

'-t-i 

;  —  (.-)•■ 

-cl 

(346) 
lorsque  m,  a,  n/,  n'  varieui  d'aprvs  uuc  loi  douuée,  l'in- 
tersection de  ces  deux  sphères  engendre  la  girocyclide. 
diaugcoQS,  dans  ces  équations, 


elles  deviennent 


Si,  dans  ces  équations,  on  considère  Ç,  7|,  X,  comme 
des  coordonnées  courantes, elles  représentent  deux  plans 

passant  par  le  point  (  E^  o,    ï;  =o,    ï= }>  et, 

lorsque  m,  n,  m',  n'  varient  d'après  une  loi  donnée,  leur 
intersection  décrit  un  cane  (réel  ou  imaginaire). 

Réciproquement,  si  dans  les  équations  (3)  et  (4)  on 
change 


/.'  y 
/.-'[s  —  D 


^{  =  -cr- 

on  retombe  sur  les  équations  (i)  et  (a). 

Donc,  à  toute  girocyclide  correspond  un  cane,  et  ré- 
ciproquement. Les  génératrices  du  cône  correspondent 
Bux  cercles  générateurs  de  la  girocyclide. 

Remarquons  en  outre  que,  quel  que  soil  A,  pour  une 
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même  détermination  de  /n,  n,  ni.  n',  toutes  les  droites 
représentées  par  les  équations  (3)  et  (4)  <^iit  'a  même 
direction.  Donc  tous  les  cùnes  transformés  sont  égaux. 
En  particulier,  ils  sont  égaux  au  c6ne  tangent  à  la  sur- 
face au  point  singulier  dont  les  coordonnées  sont  o,  o 
et  c,  car,  pour  A:  =  o,  les  équations  (3)  et  (4)  repré- 
sentent les  plans  tangents  aux  sphères  (i)  et  (a)  en  ce 
point. 

Ils  sont,  de  plus,  symétriques  du  cône  tangent  au 
point  (o,  o,  —  c],  par  rapporta  un  plan  parallèle  au 
plan  des  xy. 

m.  Voyons  maintenant  à  quoi  correspondent  les 
lignes  de  courbure  de  la  deuxième  série.  D'après  un 
théorème  connu,  ce  sont  les  transformées  des  lignes  de 
courbure  de  la  deuxième  série  du  cône,  et  celles-ci  sont 
les  intersections  du  cône  avec  des  sphères  de  rayon  arbi- 
traire, ayant  pour  centre  le  sommet  du  cône.  11  est  facile 
de  le  vérîGer  analytiquement. 

D'après  un  théorème  démontré  par  M,  Amigues,  ïe» 
lignes  de  courbure  de  la  deuxième  série  sont  situées  sur 
des  sphères  dont  l'équation  générale  est 

h  étant  un  paramètre  arbitraire. 
Cette  équation  peut  s'écrire 

j^'-(-^''-)-(s  — c)*-(-2(c— A)(j  — e)-i-3c(c— A)  — o. 
Si  l'on  y  fait  ta  transformation  indiquée,  il  vient 

X-'+aA-'(c-A)(;-c)  +  2c(c-A)[S'-i-V+(i:-c)']=o. 

Si  h  varie,  cette  équation  représentera  une  série  de 
sphères  dont  le  centre  sera  sur  t'axe  des  z,  et  à  une  dis- 
tance de  l'origine  égale  à   ;    ce    sont    bien    les 

sphères  définies  pi-écédemmcn t . 
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IV.  Une  gii-ocyclide  du  ({uatriéme  ordre,  rapportée, 
comme  l'a  fait  M.  Amigues,  au  centre  et  aux  axes  de  la 
conique  que  décrit  le  centre  de  la  sphère  enveloppée,  a 
pour  équation 

ou  l>îe» 

^.',A(j-_«)*+.',B(v-i)'. 

Si  l'on  transporte  les  axes  p.irallèlcment  à  eux-mêmes 
au  point  (a,  b,  u  ),  celte  équation  devient 

et,  si  l'on  efl'uctue  sur  cette  dernière  équation  la  trans- 
formation indiquée,  il  vient 

équation  qui  représente  un  cône  du  second  ordre. 

(^  suivre.) 


QUESTION  lE  LIC8IIICK 

(l..,.TPEU.i».  -SUVEMM    .879): 

Par  m.  E.  FAUQUEMUERGUfc:. 


On  donne  un  cylindre  droit  vartical  dont  la  bnstf 
est  un  cercla  de  centre  O  et  de  rayon  a.  Une  courbe 
tracée  sur  ce  cylindre  jouit  de  la  propriété  que,  M  dé- 
signant un  point  de  cotte  courbe  et  MI  la  tangente  cor- 
respondanle,  la  projection  du  rayon  vecteur  OM  =  /■ 
.!«(■  velfe  tangente  est  constante  et  égale  à  une  ligne 
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donnée  Ji.  ie  point  M  est  défini  par  l'ordonnée  verti- 
cale z  et  par  l'angle  m  que  la  projection  horizontale  OP 
de  0)11  forme  avec  le  rajon/ixeOA. 

On  propose  de  : 

1°  Trouver  la  relation  finie  r/ui  existe  entre  z  et  w, 
o«,  si  l'on  préfère,  exprimer  ces  coordonnées  enfonc- 
lion  d'une  variable  auxiliaire; 

a"  Trouver,  en  fonction  de  z,  l'expression  s  de  l'arc 
de  la  courbe  : 

3°  Calculer  l'aire  cjlindriijue  comprise  entre  deux 
génératrices  données  et  les  arcs  quelles  interceptent 
sur  la  courue  et  sur  le  cercle  de  base. 

1°  Désignons  |>ar  cp  l'angle  îSIRP  que  fait  la  tangente 
à  U  courbe  avec  la  tangente  PR  au  cercle  <lc  base.  01 


étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  sur  MR,  la 
droite  PI  sera  aussi  perpendiculaii-esurMKctrangle  MPI 
sera  cgal  à  l'angle  (p.  Ou  aura  donc 


(!) 


Considérons  maintenant  un  point  M'  de  la  courbe  in- 
finiment voisin  de  M,  et  un  arc  de  cercle  MQ  parallèle 
au  cercle  de  base  et  rencontrant  en  Q  l'ordonnée  M'P*. 
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I^  iriaiigle  rectangle  îniinitneiit  petit  MM'Q  nous  don- 
nera 

MQ  ^PP'—adoi  —  ds  cot? , 

ou,  en  remplaçant  cotip  par  sa  valeur  tirée  de  (i), 

(a)  «r/o.^i:v3rriirf;, 

d'où 


'^^^<= 


2'  Le  même  triangle  rectangle  donne 


ou,  en  tenant  compte  de  (1), 


3*  Coupons  le  cylindre  suivant  la  génératrice  AM,  «t 
développons -en  la  surface  sur  un  plan  passant  par  cette 
génératrice;  l'aire  AMoMP  que  nous  voulons  calculer 
se  placera  en  AM^M,  P|,  de  telle  sorte  que  AP,  =  ata 
et  M|P,  =  z;  en  la  désignant  par  A,  nous  aurons 

--A[(»'-*')'-(=î-*')']- 


f/oU.  —  La  mtme  qucstîoD  a  étë  résolue  par  M.  A.  Leioekuge),  qui 
■  également  résolu  li  question  de  licence  (même  Tome,  p.  53 j. 


D.nt.zedbïGoOglc 


(  3''    ) 


AGREGATION  DES  SCIEMES  HiTRÉMATIQUIS 
(COKGOlins  Bl!  1880). 


C03IP05IT10N   DU   9   AOL  T. 

Alath  (hnatif/ti  e.i  spéciales . 

On  donne  un  ellipsoïde,  etl'ou  considèreun  cône  ayant 
pour  base  la  seclion  principale  de  l'ellipsoïde  perpendi- 
culaire à  l'axe  mineur;  ce  cône  coupe  l'ellipsoïde  sui- 
vant une  seconde  courbe  située  dans  un  plan  Q. 

1"  Le  sommet  du  cône  se  déplaçant  dans  un  plan 
donné  P,  trouver  le  lieu  décrit  par  le  pôle  du  plan  Q 
par  rapport  à  l'ellipsoïde. 

2"  Ce  lieu  est  une  surface  du  second  degré  S  :  on  de- 
mande de  déterminer  les  positions  du  plan  P  pour  les- 
quelles le  cône  asymptote  de  cette  surface  "Z  a  trois 
génératrices  parallèles  aux  axes  de  symétrie  de  l'ellip- 
soïde. 

3°  Le  plan  P  se  déplaçant  de  façon  que  la  surface  X 
satisfasse  aux  conditions  précédentes,  trouver  le  lieu  des 
foyers  des  sections  faites  dans  ces  surfaces  1-  par  uu  plan 
fixe  R  perpendiculaire  à  l'axe  mineur  de  l'ellipsoïde. 

4°  Trouverla  surface  engendrée  par  la  courbe,  lieu  de 
ces  foyers,  quand  le  plan  R  se  déplace  parallèlement  à 
lui-même. 

COMPOSITION   DU  lO   AOtlT. 

Mathémaliifues  élémentaires. 

On  donne  le  côté  a  d'un  triangle  ABC,  la  somme/ 
des  deux  autres  côtés,  la  somme  K*  des  carrés  des  bissec- 
trices, soit  des  angles  intérieurs  adjacents  au  côté  a,  soit 
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des  angles  extérieurs  adjacents  au  même  coté,  et  l'on  de- 
mande de  calculer  les  deux  auli'cs  côtés  b  et  c. 

On  examinera  le  cas  particulier  où  /=:  4'<i  ^^i  dans 
ce  cas,  on  discutera  complètement  les  deux  problèmes 
en  laissautd  lixc  et  en  faisaut  varier  K*. 


COUPOSITIOS   Di:  ] 


Théorie. 

1°  DéGuir  les  lignes  de  courbure  et  établir  leur  équa- 
tion différentielle. 

a"  Former  l'équation  qui  donne  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  en  un  point  d'une  surface  donnée;  éta- 
blir les  condîtioDS  nécessaires  et  sufQsantes  pour  que 
cette  équation  ait  deux  racines  égales. 

jippUcation. 

Soient  u  nue  fonction  donnée  d'une  variable  a  et  tt'sa 
dérivée.  Suit  (f{[î)  une  ibuctiou  donnée  d'une  autre  va- 
l'iable  ^.  On  considère  une  surface  S  telle  que  les  coor- 
données rectangulaires  3-,  y,  z  d'un  quelconque  de  ses 
points  s'expriment  parles  formules 

x=(«  +  ?)cos»-«'sin«. 
,V  =  («  +  ?)sinx  +  «'ros». 
=  -?(?)• 

1°  Démontrer  que  les  projections,  sur  le  plan  xO^, 
des  sections  de  la  surface  par  des  plans  parallèles  au 
plan  xOj  ont  même  développée. 

a"  Démontrer  que  les  normales  à  la  surface  S  aux  dif- 
férents points  d'une  quelconque  de  ces  sections  forment 
une  surface  dévclo^ipablc,  ot  déterminer  l' arête  de  re- 
brous.semciit  de  cette  surface. 
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3''  Trouver  les  lignes  de  courbure  do  la  surface  Set 
les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  quelconque  de 
ses  points. 

Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  cane  et  d'un  paraboloïde  hjperlio- 
lique  ayaut  unu  génératrice  commune. 

Données. 
Cône.  —  La  base  du  cône  est  un  cercle  situé  dans  le 
plan  horizontal  et  ayant  pour  centre  le  point  O. 

Distance  du  centre  O  au  bord  droit  du  cadre.  Ciioo 
Distance  OB  du  centre  0  à  la  li^ne  de  terre. .  0,095 
Rayon  du  cercle 0,080 

Le  sommet  est  projeté   liorizontal entent  en  S,  sur  le 


Jiamétre  du  cercle  de  base  parallèle  à  la  ligne  d«  terre, 
et  verticalement  en  un  point  S' tel  que  y»  =0",  i3o. 

Paraboloïde.  —  Il  a  pour  plan  directeur  le  plan  hori- 
zontal, pour  directrices  : 

1°  La  verticale  OBC  passant  par  le  centre  O  du  cercle 
base  du  cône  ^ 

a"  La  génératrice  SA  du  côue  dont  la  projection  horî- 
xontale  fait  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  3o". 

^HK.dw  Maihfoial.,i'iàérie,i.  XX.  (AuHI  iHgi.)  f.S 
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On  limitera  le  cbne  au  plan  horizoatal  de  projection 
el  à  un  second  plan  horizonul  sïtu^  au-dessus  du  som- 
met S,  à  une  distance  de  ce  point  égale  k  o*',o45. 

On  devra  construire  le  point  de  la  section  situé  sur  la 
génératrice  commune  SA,  le  point  où  la  projection  verti- 
cale de  cette  section  rencontre  son  asymptote,  ainsi  que 
la  tangente  en  ce  point. 

Pour  distinguer  les  parties  vues  des  parties  cachées, 
on  regardera  le  c&ne  comme  solide  et  ou  supposera  le 
paraboloïde  enlevé. 

Les  candidats  joindront  à  l'épure,  sur  une  feuille  sé- 
parée, une  explication  sommaire  de  la  méthode  employée 
et  des  constructions  effectuées. 

Composition  sur  im  sujet  de  licence. 

Première  question. 

Intégrer  les  équations  dillérenti elles  simultanées 

''■^  i>         Il 

-j-  r=  ax  +  b  y  +  lys, 


où  a,  d,  e^,  b,  U,  £"  sont  des  constantes  réelles  don- 
nées, et  X,  _^,  z  des  fonctions  inconnues  de  ta  va- 
riable t. 

Deuxième  question. 

On  ccmsidère  un  axe  vertical  Oz,  autourduquel  tourne, 
d'après  une  loi  déterminée,  mais  inconnue,  un  tube  rec- 
tîlîgne  OA,  de  section  infiniment  petite,  qui  rencontre 
l'axe  fixe  en  O  et  fait  avec  lui  un  angle  constant  0;  dans 
l'intérieur  du  tube  peut  se  mouvoir  sans  frottement  un 
point  pesant  M. 
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t"  On  demande  quelles  doivent  être,  d'une  part,  la 
loi  de  la  rotation  du  tube,  de  l'autre,  les  ri rcon stances 
iuitiali-s  du  mouvement,  pour  <]ue  la  distance  rdu  point 
M  au  point  fixe  O  soit,  à  chatjue  îujtant  t,  donnée  par 
la  formule 

r  =  A(l  +  ry, 

K  et  a  étant  des  constautes  positives  données. 

a'  Conservant  pour  le  mouvement  de  rotation  du  tube 
la  loi  précédemment  trouvée,  ne  faisant  d'ailleurs  au- 
cune hypothèse  sur  les  cïreoustanoes  initiales,  on  de- 
mande d'étudier  le  mouvement  du  point  pesant  dans  le 
tube. 

Calcul. 

Etant  donnée  l'équaliou 


1°  Démontrer  qu'elle  a  toutes  ses  racines  imagi- 
naires ; 

a'  Calculer  la  partie  réelle  et  le  coefticieni  de  )/—> 
pour  cliacuoede  ces  racines.  En  posant  2  =  a.'  + ji,  on 
verra  que  le  problème  dépend  de  la  recherche  d'une 
des  racines  d'une  équation  du  troisième  degré  ;  on  calcu- 
lera cette  racine  à  l'aide  des  Tables  ti-igono métriques 
avec  le  degré  d'approximation  qu'elles  comportent. 

Matliémaiiques  s/>écialt^.t.  (Leçons .) 

1°  Équation  du  plan  tangent.  — '  Application  aux 
surfaces  du  second  ordre. 

a'  Exposer  quelques-unes  des  méthodes  à  l'aide  des- 
quelles on  reconnaît  la  nature  d'une  surface  du  second 
degré  donnée  par  son  équation. 

3*  Asymptotes  des  courbes  rap|iortérs  à  des  coor- 
données rcclilignes.  (Première  leçon.) 
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4°  Etant  donnée  une  fonction  d'une  seule  variable, 
leconnaitre  au  moyen  de  sa  dérivée  si  elle  est  croissante 
ou  décroissante.  —  En  déterminer  les  manma  et  les 


5°  Dé&nîtion  de  la  fonction  n*.  —  Étude  de  celle 
fonclioa. 

6°  liml  t-\ j    quand  m  devient  inlini. 

7°  Théorème  de  Rolle.  —  Son  usage  pour  la  sépara- 
tion des  racines  d'une  équation  algébrique  ou  transcen- 
dante. 

8°  Génératrices  rectilJgnes  de  l'Iiyperboloïde  à  une 
nappe. 

9"  Résolution  algébrique  de  l'équation 

^'-h/jj-hy— o. 
Discussion. 

10*  Plans  diamétraux  dans  les  surfaces  du  second 
degré. 

1 1"  Intersection  de  deux  courbes  du  second  degré. 
(On  ramènera  la  question  à  l'étude  d'une  équation  dit 
troisième  degré.) 

la"  Transformation  des  équations  algébriques. 
(Exemples.) 

i3°  Premières  leçons  sur  les  séries. 

14°  Discussion  de  l'équalîon  du  second  degré  à  deu^ 
variables.  (Géométrie  analytique.) 

iS"  Tangentes  et  asymptotes  en  coordonnées  po- 
laires. 

16"  Théorème  de  Sturm. 

ij"  Conditions  pour  que  l'équation  du  second  degré 
à  trois  variables  représente  une  surface  de  révolution. 
(  Exemples.  ) 

18°  Règle  des  signes  de  Descartes. 

19°  Étant  donnée  l'équation  générale  d'une  ellipse 
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ou  d'une  liyjierboli;,  délerinîner  les  axes  de  la  cinirbc  en 
grandeur  et  en  position. 

Euiit  donnée  l'équation  générale  d'une  parabole,  dé- 
terminer son  axe  en  position  ei  la  grandeur  du  para- 

ao"  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le 
cas  où  la  courbe  d'intersection  a  des  brancbes  infinies. 
{Géométrie  descriptive.) 

31°  Mener  par  une  droite  un  plan  langent  à  un  by- 
l>crboloïdc  de  révolution  à  une  nappe.  (Géométrie  des- 
criptive.) 

33°  Section  plane  de  l'Iiyperboloïde  de  révolution  à 
uue  nappe,  dans  le  cas  où  la  courbe  est  une  byperbole. 
(Géométrie  descriptive.) 

Mathématiques  élémentaires.  (Leçons.) 
i"  Résolution  et^discussion  de  l'équation 


a"  Figures  symétriques  par  rapport  à  un  axe,   par 
rapport  à  un  point,  par  rapport  à  un  plan. 
3°  Maximum  et  minimum  de  l'expression 

ax*-i-  b.c  -i-c 

4"  Conversion  d'une  fraction   ordinaire  e»  fraction 
décimale.  — Fractions  décimales  périodiques. 
5"  Mesure  des  angles. 

6"  Volume  de  la  sphère  et  du  segment  sphérique. 
7°  RésolutioQ  des  équations 

ax  +  ô  V  =  c,     a' a:  +  b'  y  =;  c'. 
Discussion. 

8°  Formules  relatives  à  l'addition  et  à   la  souslrac- 
lioii  des  arcs. 
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9°  Plus  grand  commun  diviseur,  et  plus  petit  mul- 
tiple de  plusieurs  nombres  entiers. 

io°  RecKercKe  du  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre (méthode  des  isopéri mètres). 

Il"  Angles  trièdres.  —  Trièdres  supplémentaires. 
—  Conditions  nécessaires  et  sufBsantes  pour  que  l'on 
puisse  construire  un  trièdre  avec  trois  faces  données,  ou 
avec  trois  dièdres  donnés.  [Géométrie  élémentaire.} 

12°  Racine  carrée  d'un  nombre  entier  à  une  unité 
près.  —  Racine  carrée  d'un  nombre  entier  OU  fractîOD- 
naire  avec  une  approximation  doanée. 

13°  Relations  entre  les  angles  et  les  côtés  d'un 
triangle.  (Trigonométrie.) 

i4°  Parabole.  (Géométrie  élémentaire.) 

iS"  Équation  bicarrée.  —  Transformation  des  ex- 
pressions du  la  forme  y  A  ±:  v^  en  une  somme ,  ou  en 
une  différence  de  deux  radicaux  simples. 

iti"  Division  des  nombres  entiers. 

17"  Division  des  polynômes. 

[8"  Propriétés  élémentaires  des  nombres  premiers.  — 
Décomposition  d'un  nombre  en  facteurs  premiers. 

19°  Rabattements.  —  Changements  de  plan.  Rolation. 

ao°  Distance  d'un  point  à  un  plan,  à  une  droite.  — 
Plus  courte  distance  des  deux  droites.  (Géométrie  des- 
criptive.) 

ai°  Mesure  de  la  pyramide  et  du  tronc  de  pyramide 
à  bases  parallèles. 

aa"  Etude  des  variations  du  trinàme  ax^-i-bx+  c. 

aî"  Tangentes  à  l'ellipse.  —  Problèmes  qui  s'y  rap- 
portent. 
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KCeiB  MRULE  SUPfeRIBUIIE,  SECTION  BE8  SGIEHGES 

(caNcaiiRs  n  tui). 


COMPOSITION  DU  a^  lUIK. 

Ma  thématiques . 
On  considère  la  courbe  du  troisième  ordre 

i"  On  demande  la  condition  à  laquelle  doivent  satis- 
faire'les  paramètres  m  et  n  pour  que  la  droite 


■oit  tangente  à  cette  courbe. 

a"  On  demande  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener 
i  U  courbe  proposée  deux  tangentes  parallèles  à  deux 
diamètres  conjugués  de  la  conique  représentée  par  Téqua- 
tion 

^»-i-^+  2aa:y='B. 

3°  Par  un  point  A  pris  sur  la  courbe  on  mène  des 
sécantes  coupant  cette  courbe  en  deux  poînU  variables 
M,  M'.  On  demande  le  lieu  du  milieu  du  segment  MM'. 
Discuter  la  forme  de  ce  licm  et  indiquer  les  ares  qui  ré- 
poiideut  à  des  sécantes  pour  lesquelles  tes  points  M,  M  ' 
sont  réels. 
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C«NC01RS  B'ADMISSION  A  L'&COLE  CENTRALE  BES  ABTS 
ET  NAKUFACTUftBS  BN  lS8t. 


I.  —  Géométrie  analytique. 

Soient  Ox,  Oj'  deux  axes  rectangulaires,  vt  sur  Ox 
un  point  A,  sur  Oy  un  point  B.  On  mène  par  le  point 
A  une  droite  quelconque  AR,  de  coefOcient  angu- 
laire m. 

I"  Former  l'équation  de  l'hyperbole  H,  qui  est  tan- 
gente à  l'axe  Qx  au  point  O,  qui  passe  par  le  point  B, 
et  pour  laquelle  la  droite  AR  est  une  asymptote. 


'  On  fait  varier  m,  et  on  demande  le  lieu  décrit 


par 


le  jHtiDtde  rencontre  de  la  tangente  en  B  à  l'hyperbole 
H  et  de  l'asymptote  AR. 

3°  On  considère  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AOB  : 
ce  cercle  coupe  l'hyperbole  H  aux  points  O  et  B  et  en 
deux  autres  points  P  et  Q.  Former  l'équation  de  cette 
droite  PQj  puis,  faisant  varier  m,  trouver  succe&sïve- 
mentles  lieux  des  points  de  rencontre  de  cette  droite  PQ 
avec  les  parallèles  menées  par  le  point  O.  soit  à  l'asym- 
ptote AR,  soit  à  la  seconde  asymptote  de  l'hyperbole  H. 

II.  —  Oéoméirie  descriptivtf. 

Une  sphère  donnée,  dout  le  rayon  est  égal  A  "",090, 
touche  les  deux  plans  de  projection  à  o'",iuo  du  boni 
gauche  du  cadre. 

Dans  le  plan  du  petit  cercle  de  front,  distant  de  o'",i^)(» 
du  plan  vertical  de  projection,  à  la  droite  du  centre  de  t-e 
cercle  et  à  une  distance  de  ce  centre  égale  à  la  moitié  <Iu 
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rayon  du  même  petit  cercle,  on  mène  une  vcrtie&le;  sur 
la  partie  de  cette  verticale  comprise  entre  son  point  su- 
périeur de  rencontre  avec  la  sphère  et  le  plan  horizontal 
de  projection,  on  construit  un  triangle  équîlatëral.  Ce 
triangle,  en  tournant  autour  de  cette  verticale,  engendre 
un  double  cône.  —  On  demande  de  représenter  la 
sphère  donnée,  supposée  pleine  et  opaque,  en  suppri- 
mant la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  double 
cône. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  em- 
ployées pour  déterminer  uu  point  quelconque  delà  ligne 
commune  à  la  sphère  et  à  l'un  des  canes,  et  la  tangente 
en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Sphère  entaillée  par  uu  double  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o'jigo  du  petit  côté  inférieur. 

III.  —  Triangle. 
Étant  duiinés  daus  un  triangle  ABC, 

a  =  SaJjS^.^g, 

C:::^  113' 35' 38',  l3, 
calculer  A,  B,  c  et  l'aire  du  tciangto. 

IV.  —  l'hjsiifiie  et  Chimie. 

1.  On  pèse  un  ballon  préalablement  rempli  d'air  sec, 
à  0°  et  sous  la  pression  HB=754°",66i  soit  P  son 
poids.  On  fait  le  vide  dans  ce  ballon,  ramené  à  o",  et. 
après  avoir  noté  la  pression  de  l'air  restant,  A»  =  7""". 
on  le  pèse  de  nouveau;  soit  p  son  poids. 
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Le  poids  de  l'air  enlevé  par  la  macliiae,  P  — p,  est 
de  I  aï' ,5737. 

On  demande  de  calculer  : 

1°  Le  poids  de  l'air  qui  remplirait  le  ballon  à  0°  et 
sous  la  pression  de  760'"  j 

2"  Le  poids  de  l'acide  carbonique  qui  remplirait  le 
même  ballon  dans  les  mêmes  conditions  de  température 
et  de  pression  (o*  et  76o°'")i 

3'  Le  poids  de  l'acide  carbonique  qui  sortirait  du 
ballon  si  l'on  ouvrait  le  robinet  dont  il  est  muni,  après 
l'avoir  plongé  dans  la  vapeur  d'eau  bouillante,  à  la  tem- 
pérature de  99", 94)  la  pression  extérieure  étant  alors 
de  758--,53. 

Densité  de  l'acide  carbonique. ...     S=:  1,53901 
Coefficient  de  dilatation  de  l'a- 
cide carbonique if==.  0,003719 

Coefficient  de  dilatation  du  verre .     k  ■=.  0,0000376. 
â.  Propriétés  principales  et  préparation  de  l'bydro- 
gène  protocarboné. 

Calculer  le  volume  d'bydrogèue  protocarboné  que  l'on 
peut  brûler  avec  1800*' d'oxygène. 

jC  =  6 

Équivalents , >  H=  i 

(0=8 
Densité  de  l'hydrogène  protocarboné. .     6  =  0,559 
Poids  d'un   litre  d'air  à  o*  et  sous  la 
pression  de  760™" i«',a93. 


I.  —  Géométrie  analylique. 
i"  Écrire  l'équation  générale  des  paraboles  passant 
par  deux  points  donnés  A  et  B  et  dont  les  diamètres  ont 
une  direction  donnée. 
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a*  Donner  l'express ioD  des  coordoDiiees  du  sommet  et 
du  foyer  de  chacune  de  ces  paraboles. 

3*  On  mène  à  chaque  parabole  une  tangente  perpen- 
diculaire à  la  droite  ÂB  :  trouver  le  lieu  des  points  de 
contact  et  construire  ce  lieu. 

Notations.  —  La  ligne  AB  étant  prise  pour  axe  des^ 
et  une  perpeudiculaire  à  cette  ligne  pour  axe  des  x,  on 
fera  AB  =  aa  et  on  appellera  m  le  coefîîcient  angulaire 
de  la  direction  des  diamètres  des  paraboles  considérées. 

II.  —  Géométrie  descriptive. 

Par  un  point  (ujb/)  situé  dans  le  premier  dièdre, 
à  o",ioo  de  chacun  des  plans  de  projection  et  au  milieu 
du  la  feuille,  on  conduit  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
et  une  verticale. 

La  parallèle  àla  ligne  de  terre  est  l'axe  d'un  tore  dont 
le  cercle  méridien,  tangent  à  cet  axe  en  (u,  u'],  ao™,o4^ 
de  rayon. 

La  verticale  est  l'axe  d'un  autre  tore  concentrique  au 
premier,  dont  le  rayon  du  cercle  méridien,  égal  à  celui 
de  son  collier,  vaut  o'",o3o. 

On  demande  de  construire  lits  deux  projections  de  l'in- 
lenection  des  surfaces  ainsi  déËnies. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  le  corps  con- 
ititué  par  l'ensemble  des  deux  tores,  et  l'on  indiquera  les 
constructions  employées  pour  déterminer  un  point  quel- 
conque de  l'intersection,  avec  la  tangente  en  ce  point. 

Titre  extérieur  :  Intersection  des  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Tores  concentriques, 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o'",333  du  petit  côté  supérieur. 
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ill;  —  Triangh. 

Calcuk-r  les  angles  et  l'aire  d'un  triangle  dont  les  troîii 
eûtes  sont 

a  =^  47653", aS, 

h  —  37685'",47, 
c  ^  35463"',84- 

IV,  —  Phjsitjue  et  Chimie. 

1 ,  i"  Un  thermomètre  à  mercure  plonge  dans  un  bain 
d'eau  chaude  jusqu'au  vingtième  degré  de  son  échelle  : 
il  indique  alors  85".  A  partir  du  vingtième  degré  la  lige 
du  thermomètre  est  entourée  d'uu  mauchou  dans  lequel 
circule  un  courant  d'eau  à  10".  Quelle  est  la  tempéra- 
ture du  bain? 

Coefficient  de  dilatation  apparente  du 


a°  La  petite  branche  d'un  stplion  qui  est  formé  de 
deux  parties  cylindriques  de  même  section  plonge  ver- 
ticalement dans  un  vase  plein  d'eau.  La  partie  AB  de 
cette  branche  renferme  de  l'air  sous  la  pression  atmo- 
sphérique H.  La  grande  branche  BC,  qui  porte  un  ro- 
binet R,,  est  pleine  d'eau. 

Ou  ouvre  le  robinet  K  ;  l'eau  commence  à  s'écoulerdt! 
la  branche  BC,  et  celle  du  vase  s'élève  dans  la  branchi; 
AB.  —  Quelle  doit  être  la  longueur  de  la  grandebranchu 
pour  que  l'équilibre  s'établisse,  lorsque  l'eau  est  par- 
venue en  B  ? 

X  est  l'angle  des  deux  branches  du  siphon. 

Le  niveau  de  l'eau  dans  le  vase  est  supposé  inva- 
riable. 
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2.  Propriétés  principalos  ot  préparation  de  l'hytlrc- 
gène  phosplioré. 

Quel  est,  à  ft"  et  sous  la  pression  de  760"'°,  le  volume 
d'hydrogène  contenu  dans  Soo^'  d'iijdrogêiie  plios- 
phoré  ? 

é     ■     1     .                                                 l  Ph  :=  32 
Equivalents j        

Densité  de  l'hydrogène S  =:  0,0693 

Poids  d'un  litre  d'air  à  o*  et  sous  la 
pression  ^6o"" r=  iP',993 
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SOLUTIOKS  DE  QUESTIONS 
PItOPOSËES  DANS  LES  NOUYELIES  ANNALES. 


Question   1306; 
Pai  m.  GENTY. 

On  donne  nneconiqueCi  et  trois  points  A,  B,  C.  Par 
chaque  point  P  de  C»  passa  une  conique  circonscrite  au 
triangle  ABC  et  tangente  à  Cj  en  P,  et  chacune  de  ces 
coniques  coupe  la  conique  jixe  en  deux  autres  points 
M  et  N. 

L'enveloppe  de  la  droite  iVl?(  est  de  la  quatrième 
classe,  du  sixième  ordre;  elle  n'a  pas  de  point  d'in^ 
flexion  ;  elle  est  doublement  tangente  aux  côtés  du 
triangle  ÂBC;  elle  a  quatre  points  doubles,  six poinix 
de  rebroussement .  Les  tangentes  de  rebroussement  sont 
les  tangentes  à  Cl  aux  six  points  oà  les  côtés  du  triangle 
ABC  coupent  cette  conique.  (E.  Drwilf.) 
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Au  lieu  de  chercher  l'enveloppe  de  la  droite  MN,  <]ue 
nous  appellerons  S4,  nous  allons  clieroher  la  polaire  ré- 
ciproque S4  de  celle  courbe  par  rapport  à  la  conique 
donnée,  c'est-à-dire  le  lieu  du  pôle  de  la  droite  MN  par 
rapport  à  cette  conique. 

Prenons  le  triangle  ABC  )>our  triangle  de  référence,  et 
soit 

a.r*+  frv'-H  rs'-i-a/v=  -(-a^2J--H  a/i^v— o 
ou 

S  =  o 

l'équation  de  laconique  donnée.  On  sait  que  cette  équa- 
tion peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

(,)    AX'-i-BY'-t-CZ'-i-aFYZ-t-aOZX  -i-3llXY  =  o, 

en  posant 

lijc      '  '     <iv         '      rfi 
X  =  bc—_p,     Bri^ac— g-S      C^ai  — A*; 
V=gh—af,    G^hf-bg,     W=fg-ch. 

Cela    posé,    une   conique    tangente  à   Ci  au   point 
(y,j)  ',  3*)  aura  pour  équation 

S -(- (/x -)- ;«y -H /i-)(J-X'-î- vï'-H  =Z')  =  o,' 

X',  Y',  Z' étant  ce  que  deviennent  X,  Y,  Z  quand  on  y 
remplace  les  coordonnées  courantes  par  celles  du  point 
de  contact. 

Pour  que  cette  conique  soït  circonscrite  au  triangle 
ABC,  il  faudra  qu'on  ait 

„+/V^o:     b  +  m\'=G;     c  +  nZ'=o. 

La  droite  MA  a  donc  pour  équation 

rt.r        by        cz 

V"  "^  "V  "^  Z'  ~  "■ 

Ann.  de  Maihêmnt,,  V  lérlc,  t.  XX  (Aoril  itiRi).  a4 
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Si  (j.-",  _}",  z")  est  le  pôle  de  celte  droite  par  rapport  à 
(Ij,  on  aura 

(.)  x-:Y-:Z-=J4:£,. 

On  a  d'ailleurs,  puisque  le  point  (y,  j',  s')  est  sur  C», 

j  AX''+I{ï"-t-CZ'' 
'^'  1  +aFY'Z'+aGZ'X'  +  al(X'Y'  =  o. 

En  éliminanl  X',  Y'.  Z' entre  les  équations  qui  pré- 
cèdent, et  supprimant   les    accents  de  X",  Y",  Z*,   il 

'       ^      E^      —       '*^'^       jGac       atltift  _ 

Cette  forme  de  l'équation  montre  que  la  courte  S4  est 
du  quatrième  ordre,  et  qu'elle  a  pour  points  doubles  les 
sommets  du  triangle  polaire  du  triangle  donné  par  rap- 
port à  C3.  Elle  est,  par  suite, de  la  sixième  classe;  elle  a 
six  points  d'intlexion,  quatre  taugcnies  doubles  et  pas 
de  point  de  rebroussemeni. 

Les  propositions  corrélatives  fournissent  la  solution 
de  la  question  130C,  moins  toutefois  ta  dernière  partie 
itslative  aux  tangentes  de  rebroussement,  qui  nous  parait 
ïncxacLc.  En  effet,  la  courbe  S4  rencontre  Ca  eu  liuit 
points,  qui  sont  les  points  de  contact  des  coniques  dou- 
bleuient  tangentes  à  Cj  menées  par  les  points  A,  B  et  C. 
Les  tangentes  en  ces  huit  points  sont  évidemment  des 
tangentes  à  £,.  Or  cette  courbe,  étant  de  la  quatrième 
classe,  ne  peut  avoir  plus  de  huit  tangentes  communes 
avec  uue  conique  :  il  en  résulte  que  les  droites  indi- 
quées comme  étant  les  tangentes  de  rebroussement  de 
l'enveloppe  ne  peuvent  pas  iurv.  des  tangentes  à  cette 
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On  peut  encore  traiter  la  question  de  la  manière  sui- 
.  vante. 

Le  nombre  des  droites  MJV  qui  passent  par  un  point 

donné  {x,,j,,z,)  {c'est-à-dire  la  classe  de  la  courbe  Sj) 

est  égal  à  celui  des  points  correspondants  P.  Or  ceux-ci 

sont  donnés  par  les  équations 

S^o, 

«£,        hv,        es,  _ 

\  ^  \   '^  y.  -"' 

dont  la  seconde  représente  une  conique  Fj  circonscrite 
au  triangle  A|B|C|,  polaire  du  triangle  donné  par  rap- 
port à  Cj.  Les  coniques  Fj  et  Cj  se  coupent  en  quatre 
points:  donc  la  courbe  S|  est  de  la  quatrième  classe. 

Réciproque  nient,  une  conique  circonscrite  au  triangle 
A,  B|  Ci  et  qui  a  pour  équation 


coupe  C]  en  quatre  points  P,  qui  sont  tels  que  les  droites 
correspondantes  LM  se  rencontrent  en  un  même  point 
ayant  pour  Coordonnées 


Si  le  point  {x,,y,,  Z()  est  sur  ^4,  deux  des  tangentes 
menées  par  ce  point  se  réunissent  en  une  seule^  il  en 
est  de  même,  par  suite,  de  deux  des  points  d'intersection 
de  C3  avec  la  conique  correspondante  Tj  :  donc  ces  deux 
courbes  sont  tangentes.  Et  réciproquement,  si  ces 
deux  courbes  sont  tangentes,  le  point  correspondant 
{•v,,yi,  z,)  est  situé  sur  S|.  Or,  la  condition  qui  ex- 
prime que  les  deux  coniques  Cj  et  F,  sont  tangentes 
peut  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

(5)        (ee'— pii')'— .',{e*  — 34e'i(e''--3A'©), 
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A,  A',  8,^  otaDt  les  invariants  d<;s  denx  coniques  (Sal- 
MON,  Sections  comijtics,  n°  372).  Telle  esi,  par  suite, 
l'équation  de  la  courbe  S^ .  On  reconnaît  sans  peine  que 
t'ette  équation  est  du  sixième  ordre  par  rapport  aux 
coeHicîents  des  deuxoourbes,  et,  par  suite,  par  rapport 

La  courbe  S,  a  quatre  points  doubles  qui  correspon- 
dent aux  coniques  F^  doublemenl  tangentes  à  Cj,  et  six 
points  de  rebroussenient  qui  correspondent  aux  co- 
niques Fa  qui  ont  avccCj  un  contact  dn  second  ordre. 


Question  1331 

(•■lTi-i*rla.  I.XVIII,  p.  i:»i 

l'm  M.  MORET-m.ANC. 

On  donna  une  conique  (S)  et  un  point  fixe  A  sur 
cette  conique,  une  droite  (D)  etun  pointjîxe  a  sur  cette 
droite. 

Une  conique  ofculntrice  à  (S  )  au  point  A  et  pas.<:ant 
nu  point  a  coupe  de  nouveau  la  conique  (S)  çt  la  droite 
(D)  en  des  points  b  et  c  :  démontrer  que  la  droite  bc 
coupe(S)  en  un  point  fixe  f.  (Gekty,} 

Soit  m  un  des  points  où  la  droite  (D)  coupe  la  co- 
nique (S).  Deux  coniques  osculatrices  en  un  point  A 
peuvent  être  considérées  comme  ayant  en  A  trois  points 
communs  infiniment  voisins.  Cela  posé,  la  conique  os- 
culatrîce  à  S  au  point  A  et  passant  par  le  point  a  est 
complètement  déterminée  parun  cinquième  poin ti  ou  <t: 
par  conséquent,  à  un  point  b  ne  correspond  qu'un  point 
c  et  réciproquement;  les  points  £  et  c  forment  donc  sur 
la  conique  (S)  et  sur  la  droite  (D)  deux  divisions  hotno- 
grapbiqucs  ayantdeux  points  homologues  coïncidents  en 
Hi,  et  qui  sont  déterminées  par  trois  couples  de  points 
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lioniolugues.  En  effet,  Jes  faisceaux  Kb,kb\...  el 
Ac,  At/,...  sont  lioiQOgraphiques  el  tiéterminés  par 
trois  couples  de  rayODs  homologues  A„Aoi;  Ai,  Ac; 
AA',  Ac':  ils  forment  sur  la  conique  et  sur  la  droite  les 
deux  divisions  homographiques  considérées. 

Cela  posé,  lirons  bc  cl  ftVqui  se  coupent  en  /;  Je 
faisceau  {f>n,Jb,fb',fV,  . .  .)  détermine  sur  la  conique 
(S)  et  sur  la  droite  (D)  deux  divisions  homographiques, 
qui  sont  précisément  les  deux  divisions  considérées,  puis- 
qu'elles sont  déterminées  par  les  trois  mêmes  couples  de- 
points  :  donc  les  droites  &"</',  y'c",  . . .  vont  concourir 
au  point  y;  en  d'autres  termes,  toutes  les  droites  6c 
passent  par  un  m£me  pointy. 

Les  deux  faisceaux  (Ai,  Ai',  Ai",. . .}  et  [fc,fif, 
Jd',,..)  sont  homographiques;  les  rayons  homologues  se 
coupent  sur  une  conique  passant  par  A  etpar^ot  qui 
n'est  autre  que  la  conique  (S)  ;  donc  le  point  f  est 
sur  la   conique  (S).  c.  q.  F.  u. 

n  de  la  G™ 


Question   1338 

lioir  1*  ..n.,  1.  XVlll,p.  b.HK 

Pah  m.  FEBmNA^Do  IMSAN(. 

Démontrer  t/ite  les  solutions  entières  et  positives  tie 
[équation  x"  -I-  i  =  a^",  dont  les  deux  premières  sont 
x:=i,  jr=  i  e(  X  =  7,  j^  ^  5,  se  déduisent  chacune 
des  deux  précédentes  en  retranchant  t avant- dernière 
valeur  de  x  ou  dey  de  six  fois  la  dernière  pour  obtenir 
la  suivante.  (Liobkst.) 

11  est  bien  connu  <]ue  les  solutions  entières  et  positives 
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(le  l'é{]uatioii  x^  +  i  =  "xy-  sont  dotinûes  par  les  termes 

des  fractions  réduites  d'ordre  pair,  la  première  étant  -  > 

de   la   fraction   continue  périodique  doat   le   premier 
quotient  incomplet  est  l'unité  suivie  de  la  période  a. 
En  désignant  par 


cinq  réduites  consécutives  dont  la  première  -j^  est  d'ordre 
pair,  on  aura 

(  2  )  »i  j  =.  2  a,  -1-  Hi„     «,  —  ■îbt+nu 

(3)  a,:=3ffj,  +  «,,     éj^r^aBi +/>,. 

En  multipliant  les  équations  (2}  par  2,  les  ajoutant, 
aux  équations  (1),  et  du  leurs  sommes  retranchant  les 
équations  (3),  ou  a 

a,  =:6a,  —  a,,     i,  :^6i,  —  b^. 
D'après  cela  ->  4^  donnent 


4]  —  donnent 
a    29 


^239,     ^  =  6.39- 


.\ote.  —  La  mtmn  question  a  otc  r^oluc  par  .MM.  Morct-BlaDc  ; 
J.  Lisacnçoo;   A.   LcinekugeJ ;  RochcUi,  qui  3  résolu  cgalemeot  la 
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Question   1350 

Par  m.  M0RET-BI,ASC. 

Trouver  un  nombre  po.ntif  ayant  la  triple  propriéti^ 
d'être,  ainsi  que  sa  moitié,  égal  au  produit  de  deux  en- 
tiers consécutifs,  le  plus  petit  des  facteurs  de  cette  moi- 
tié étant  lui-même  égal  au  produit  de  deux  entiers 
consécutifs .  (  LioK  met  .  ) 

Soit  X  le  plus  petit  des  deux  nombres  entiers  consé- 
cutifs dont  le  produit  x*-f-  x  est  le  plus  petit  facteur  de 
la  moitié  du  nombre  deniaiidé  :  cette  moitié  est 

(x*  +  x)  (j'  +  a-  -i-i)  =  x*+a.r'-t-2j:'-i-x, 

et  le  nombre  demandé  sera  esprinté  par 

Il  faut  que  ce  nombre  soit  le  produit  de  deux  nombres 
entiers  consécutifs 

d'où,  en  multipliant  par  4  et  ajoutant  i , 

8^*  4-  \f>x*  4-  i6^*+  8^  +  I  —  {iy  +  i)'. 

On  aperçoit  immédiatement  la  solution  x  =  i ,  d'où 
^  =  3,  ce  qui  donne  le  nombre 

3x4  — la, 

dont  la  moitié  6  =  2  X  3,  le  facteur  a  ^  i  X  a- 

Le  procédé  d'Eider  pour  déduire  d'autres  solutions  de 
celle-là  ne  donne  que  des  nombres  fractionnaires  ou  la 
solution  illusoire  x  =  o. 
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Ou  trouve  une  iulïnité  de  nombres  satisfaisant  aux 
deux  premières  conditions.  J'ai  vérifié  que,  jusqu'à 
lo'',  12  est  le  seul  de  ces  uombres  dont  \c  plus  petit  fac- 
teur de  sa  moitié  soit  le  produit  de  deux  nombres  en- 
tiers consécutifs. 


Question  1354 

<olri*iirln.  L  XIX,  p.  Mij; 

Pau  m.  É.  PECQUERY, 
Kliive  au  lycée  du  Havre. 

L'é^itatio/t 

(,)        ^>—(/:-b  +  v)^^-i-(b--ic)aji-cA  =  o, 

dans  laquelle  a,  è,  c,  k  sont  des  entiers  positifs,  et  safis- 
faisant  aux  conditions 


a*>k>{a-iy, 
(«-.)ft>(«'^  A -.)<-, 

ou  bien  aux  conditions 

(«  +  i)'>A->«>, 
(«  +  i)6?-(A-a'+i)r. 

ne  peut  avoir  trois  racines  entières.  Si  deux  racines 
sont  imaginaires,  l'une  au  moins  des  racines  réelles  est 
incommensurnb  le . 

La  même  proposition  subsiste  à  l'égard  de  l'équa- 
tion 

(3)       .r^~(A-— i-c)^'  +  (6-t-3c)fl^  +  cA-^o, 

dans  lai/ueUe  les  entiers  n,  A,  c,  A',  tous  plus  grands  que 
n,  satisfont  à  l'un  quelconque  des  quatre  systèmes  de 
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conditions  i/ui  suivent,  savoir  : 

4'  c>«',    /.->«■.     (a-i)0^{/.--a'+,)c. 

Dans  chacun  de  ces  cas,  l'équation  (  2  )  a  deux  racines 
réelles,  dont  l'une,  au  moins,  est  incommensurable. 
(S.  Réams.) 

La  somme  des  raciaes  de  l'équation  (i)  étant  nulle,  si 
trois  de  ses  racines  sont  entières,  la  quatrième  le  sera 
aussi. 

Inversement,  si  l'une  des  racines  u'est  pas  entière, 
les  trois  autres  ne  pourront  être  toutes  trois  entières. 

Il  sufCt  donc  de  démontrer  que  l'équation  (i),  satis- 
faisant à  l'un  des  deux  premiers  systèmes  de  conditions, 
admet  toujours  une  racine  non  entière. 

De  plus,  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de 
X  étant  l'unité,  cette  racine  non  entièi'e  sera  incommen- 
surable. 

Substituons  à  x  dans  l'équation  les  trois  valeurs  suc- 
cessives —  (a — i),  — fl,  —  (a  +  i)  et  dtSsignons  par 
A,B,G  les  valeurs  que  prend  le  premier  membre,  on 
aura,  toutes  réductions  faites, 

A^{«-.r[(«~.r-A-]- /,(«-!) +  .■(«'-/.-,), 

C^(« -M )'[(«  + ,)'-/.-J+ i(« +  ,)- c(A- -«'+ I). 

Si  l'on  lient  compte  du  premier  système  de  conditions, 
on  voit  que  Â  et  B  sont  de  signes  contraires  ;  si  l'on  tient 
compte  du  second,  on  voit  de  même  que  B  et  C  sont  dr 
signes  contraires.  Donc,  dans  ces  deux  cas,  l'équation  (i) 
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admet  toiijotirs  une  racîuc  uoii  utitiorc  comprise  entn; 

—  [a  —  i)  et  — a  dans  le  premier  cas,  tt  entre  —  a  et 

—  (a-t-i)  dans  le  second. 

Ce  qui  précède  comprend  le  cas  où  deux  des  racines 
sont  imaginaires;  la  racine  réelle  incommensurable  trou- 
vée subsiste  toujours. 

Considérons  maintenant  l'équation  (  a  ) ,  qui  n'est  autre 
que  l'équation  (i)  dans  laquelle  on  a  cbangé  le  signe  de 
c.  Si  l'on  y  fait  les  mêmes  substitutions  que  dans  (  i  ), 
les  polynômes  A,  B,C  deviennent 

A^(a-iy[{a-,y-k]-b(a-,)-c(a'-k-i), 

B=:{û'— A-)(a'  — r), 

C  =  («+!)»[(« +  .)'-^]-t-*(«  +  0+c(A-a'+i). 

En  tenant  compte  successivemeutdesquatre  systèmes 
de  conditions,  les  polynômes  A,  B,  C,  considérés  seule- 
ment d«ux  u  deux,  prennent  les  signes  indiqués  par  le 
Tableau  suivant  : 


— 

^ 

- 

— 

'■■ 

H 

» 

- 

- 

^ 

C 

* 

-^ 

On  voit  donc  que,  dans  chaque  cas,  il  y  a  une  ravine 
comprise  entre  deux  entiers  consécutiis,  c'est-à-dire  une 
racine  non  entière. 

Donc  la  proposition  cnoncéc  pour  l'équation  (i)  sub- 
siste pour  l'équation  (  a  ) . 
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Question  1358 

Par  m.  h.  DU  MONTEL, 
Élève  du  Ijréc  Saint-Louis. 

Ces  droites  rectangulaires  OX,  OY  { '  )  sont  les  axes 
d'une  ellipse,  M  un  point  de  la  courbe;  S  le  point  où 
la  noiTnnle  en  M  rencontre  l'axe  OX;  MQ  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  M  sur  OY-,  MNP  un  triangle 
dont  les  côtés  MP,  NP  sont  respectivement  égaux  à 
MQ,  NO  ;  51  l'on  prend  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
MPA,  et  de  chaque  côté  du  point  P,  des  longueurs 
PDjPiy  égales  entre  elles  et  telles  f/ue  PD'  =  MP.PN, 
la  circonférence  passant  par  \i  etVf  et  ayant  son  centre 
sur  OY  coupera  l'axe  OX  aux  deux  foyers  de  l'ellipse. 

(A.  BoiLLEÂV.) 

Soient  F,  F*  les  foyers  de  l'ellipse,  et  C  le  point  où  la 
normale  MJV,  prolongée,  rencontre  l'axe  OY. 

Ou  a 

CN        ON  CN  _  PN 

CM^QM'      ""     CM~PM' 

puisque  ON  =  PN  et  QM  =  PiM.  Il  s'ensuit  que  le 
point  C  appartient  à  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur 
en  P  du  triangle  MP.N,  c'est-à-dîre  à  la  perpendiculaire 
k  la  droite  DL/  élevée  au  milieu  P  de  cette  droite.  Donc 
le  point  C  est  le  centre  du  cercle  que  l'on   considère. 

Cherclions  la  valeur  du  rayon  CD  de  ce  cercle. 

Le  triangle  rectangle  CPD  donne 

CD>=  CP'-l- PD*— CP»+ MP.PN. 
Mais,  d'après  une  propriété  connue,  relative  aux  bissec- 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure. 


tzedbïGooglc 


(  38o  ) 
ti'icc's  des  angles  d'iiii  Lriangli;,  un  a 

MP.PN=CM.CN--CP', 
d'où 

CD>  — CM.CN. 

Considérons  actuellement  la  circonférence  c 
au  triangle FMF'  :  ellecoupela  perpeudiculaii'e  OY, éle- 
vée au  milieu  de  FF',  au  point  où  la  normale  MN,  qui 
est  bissectrice  de  l'angle  FMP,  rencontre  la  droite  OY. 
Donc  le  point  C  appartient  k  celte  circonlérence  ;  il  eu 
résulte  que  l'angle  NFC  =  ]VMF=  NMF,  et  la  simili- 
tude des  triangles  CFN,  CFi\l  donne 

CF'^CM.CN^CD',     d'où    CF=:CD. 

Cette  dernière  égalité  démontre  le  théorème  énoncé. 

JVote.  —  Au  moyen  des  r^lcuU  de  la  GoomélHe  analytique,  la  miïniu 
question  a  ilé  résolue  par  MM.  PUani;  Lez;  Moret-Blanc;  Josse 
(Ferdinand),  ëlévc  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nancy 
(classe  de  M.  l^cour);  Ëlie  l'errin,  élâveà  la  Faculté  de  Paris. 

M.  Piaani  fait  observer  que  le  théorème  énoncé  existe  de  même 
pour  l'hyperbole. 


QUESTIONS. 


1364.  Les  équations  réciproques,  dont  les  IransFor- 
mées,  en  posant  t^  x-\ — >  sont  également  réciproques, 
sont  de  la  forme 

F[{x -h. )S(-r-0'](-^-'  +  -^ +  ■)".(■<.■' -■'•■  +  ')'"^o, 

F[{x-I- i}*,  (x  —  i)']   désignant  une  fonction  entièrti 
et  homogène  de  (j7-l-  i)*  et  (.r  —  i)'. 

On  suppose  que  l'équation  primitive  n'admet  pas  pour 
racine  i  ou —  i.  (Pellkt.) 
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1365.  Déinonlrer  que  l'équation 


a 

2,1 

-■) 

1    ln~lH 

'-■)( 

—  / 

-,.)ln-l 

-"»'r- 

2 

.'.(2«- 

1)(2, 

-3) 

a  toutes 

ses 

lacines 

réell 

es,  inégales 

et  compri 

~ael-ha. 

(ESCIRV 

1366. 

DémoDtrer 

que 

'équatiou 

:r-'+<. 

/i- 

()("- 

'-.) 

a^x"-'-^ 

2 

(2/i- 

) 

(»-')(» 

-l- 

-■)(»- 

/  — 

2K«-(- 

3)  „.,.-,- 

a  touu-s  SCS  racinc.'i  imaginaires,  inégales  et  comprises 
dans  l'iniérieur  d'un  cercle  de  rayon  égal  à  a. 

|(F,SCARY.) 

1367.    i"  Si  une  équation  y"  (a:)  :=  o  est  ordonnée  et 
de  la  forme 

ç  et  i](  n'ayant  que  des  permanences  et  n,  ^,  y  étant  des 
nombres  positifs  tels  que  ^^  ^  a.-^,  l'équation  n'a  pas  de 
racines  réelles  positives. 

u"  Si  quatre  coefficients  consécutifs  d'une  équation 
sont  b  +  c,  b,  c,  b  — c,  de  sorte  que 

f{T)=...(b+c)xP^' 

+  ij-''+c,r''-'-t-  {h  —  c)xP-^+  .  .  .  =o, 
l'équation  a  des  racines  imaginaires. 

3"  Si  quatre  coeflîcients  consécutifs  sont  a,  b,   a,  b, 
de  telle  sorte  que 

/(x)  =  ...  n,/-/"-' M- /tj-P  -i-a.fP-'  -h  bj-P^'-i-  ...—O, 
l'équation  a,  au  moins,  deux  racines  imaginaires. 
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On  propose  de  géni-raliscr  celle  proposilion  et  de 
faire  voir  que,  si  Irois  cocfTicienls  consécutifs  a,  &,  c  se 
reproduîsenl  trois  fois  périodiquement,  de  telle  sorte  que 
l'on  trouve  dans  l'équation  a,  b,  c;  a,  A,  c;  n,  b,  c, 
comme  étant  9  cocflicients  consécutifs,  l'équation  a,  au 
moins,  quatre  racines  imaginaires,  et  ainsi  de  suite. 

En  supposant  que  les  coefficients  ai ,  ag , . . . ,  a^  se  re- 
produisent p  fois  périodiquement,  dire  combien  l'équa- 
tion a,  au  moins,  de  racines  imaginaires. 

On  distinguera  les  cas  Ak p  pair  et  Avp  impair. 

(G.    DB   Lo»CCHAMPS.) 

1368.  SoiculOA  =  0B  =  OC  trois  longueurs  égales 
portées  sur  trois  axes  rectangulaires;  A(,  B,,  C,  les  pro- 
jections orthogonales  des  points  A,  lî,  C  sur  uu  plan 
quelconque  passalit  par  le  point  O. 

Si  l'on  pose 

OA,=a;    OB,  =  ft;    OC,  =  c; 


on  aura 


fi,OC,  =  .;     G,OA,  =  ?i     A,C 
a'                      b'                     c< 

JB,  =  - 

sin.oos.       .infoos?       .m-,c< 

>SY 

AA,  =  j^v'-««"  confie, 

»ï; 

BB,  =  j^j,i/-c„.co.iic, 

>sï; 

CC,=^S/-co..co.pc, 

«t; 

OA  :^  OB  =  OC  ^  /V^ml^m^ 
niscuter  ces  formules.  (Gekty.  ) 

1309.  Par  le'  cenlin;  d'un  ellipsoïde  on  mène  troi.s 
plans  rectangulaires  quelconques  A ,  B,  C  ;  si  l'on  nommt; 
a,  ^,  Y  [es  angles  que  forment  ces  plans  avee  un  plan 
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diamétral  li\c  P;  fi,  b  \v.f>  axns  de  la  scclion  dn  la  surface 
par  le  plan  P;  a,,  b,.  c,  iL-sdcnii-diamùtres  de  cette  sec- 
tion dirigés   suivant   los  droites  {A,P)  (B,P),  (C,P), 


(  Genty  .  ) 

1370.  Une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  mêmes  axes 
AÂ,,  BB,  ;  pai' l'un  des  somiucts  réels  A  passe  une  sé- 
cante AMM';  et  les  tangentes  en  M  et  en  M' se  reni;on- 
irent  en  T  :  on  demande  de  construire  les  deux  courbes, 
connaissant  les  points  A,  M,  T.  (Laisakt.) 

1371.  Soient  AiB,,  AjBj,  AjBj  trois  diamètres  quel- 
conques de  trois  circonférences  ayant  O  pour  centre  ra- 
dical; M  un  point  quelconque  du  plan:  OB,D,,  OBiD,, 
OBjDj  trois  triangles  symétriquement  semblables  à 
OMA,,  OMAi,  OMAj  respectivement:  démontrer  que 
les  trois  points  D|,  Di,  Oj  sont  en  ligne  droite. 

(L»,.Am.) 

1372.  On  donne  à  un  plan  P  un  mouvement  inlîui- 
nient  petit  sur  lui-môme;  son  centre  instantané  de  ro- 
tation O,  et  son  cercle  des  centres  C  sont  déterminés. 
Désignons  par  t  la  tangente  en  O  à  C. 

Ginsidérous  une  figure  F  dansP;  le  lieu  géométrique 
■s  des  centres  de  courbure  des  trajectoires  des  points  de 
F,  ainsi  que  les  figures  F*  et  ç',  symétriques,  respcclî- 
vemeat,  par  rapport  à  f,  des  figures  F  et  œ. 

La  ligure  F'  est  le  lieu  géométrique  des  centres  de 
courbure  des  trajectoires  des  points'  de  la  figures'. 
(Dewulf.) 

1373.  Si  d'un  point  O  d'une  circonfércnec  on  abaisse 
les  perpendiculaires  GAI,  (>\à  deu>£  ci^ tés  d'un  triangle 
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inscrit,   la  projection    du    Iroisiènie   cùlé  sur  Mti   o&l 
égale  à  MN.  (Ernest  Cesàho.) 

ISTi.  On  donne  le  plan  et  les  trois  angles  d'un 
triangle  ABC  dont  un  sommet  A  est  fiite;  trouver  le  lieu 
géométrique  des  points  de  l'espace  d'où  lux  trois  côtés  du 
tnangle  soient  vus  sous  des  angles  droits. 

On  suppose  que  les  trois  angles  donnés  sont  aigus. 

1375.  D'un  point  S,  extérieur  â  un  cercle  O,  on  mène 
à  ce  cercle  la  tangente  SA,  et  au  centre  la  sécante  SO, 
qui  coupe  la  circonférence  en  B  et  C.  Le  point  de  contact 
A  de  la  tangente  sépare  la  de  lui -circonférence  ABC  en 
deux  arcs  AMB,  A^C,  qui  forment  les  troisièmes  côtés 
de  deux  triangles  uiistiligncs  SAMB  et  SANC.  Si  l'on 
fait  tourner  la  ligure  autour  de  SO,  ces  deux  triangles 
mixtitignes  engendrent  des  volumes,  qui  sont  respecti- 
vement équivalents  aux  deux  cônes  ayant  pour  rayons 
de  base  les  deux  segments  SB,  SC  de  la  sécante  et  pour 
hauteur  commune  la  projection  OD  du  rayon  de  contact 
OA  sur  cette  sécante:  cV-sl-i"t-dîre  que 

voI.SAMB^;i:Sb'0D,  et  vol.SANC^i-rSC'.OD. 
(G.  DosTOR.) 


r»Kc  6(>,  liftne  i  ta  remoDUot,  ajoutez  —1,1  + m')  devanl  li^ 
siRnc  ^. 

Page  6(î,  ligne  S  en  remontant,  ajoutes  —  t  devant  le  signe  =. 

Page  -I,  ligne  11  en  remonianl,  au  lUu  de  (SA  — )[))  tàez 
(5A-',B). 

Page  i5lî,  lign«  7  en  remontant,  au  lieu  de  3»  =-.  m  lûez  ti  —  rio. 
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Par  m.  V.  JAMET, 

Professeur  au  lyrce  de  Nice  ('). 


V.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  appuierons 
constamment  sui-  le  tliéoréine  suivant  : 

Etant  données  deux  courbes  qui  se  coupent,  leurs 
transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques  se  cou- 
pent sous  le  même  angle. 

Comme  nous  conviendrons  d'admettre  ce  théorème, 
alors  mèaie  que  nous  raisonneix>ns  sur  dus  courbes  ima- 
ginaii-es,  ou  bien  encore  que  nous  considùrerons  le  pôlc- 
dc  transformation  comme  imaginaire,  il  est  bon  d'en 
donner  une  démonstration  analytique.  Alors,  quand 
nou5 énoncerons  le  théorème,  nous  ne  ferons  qu'énoncer 
le  résultat  du  calcul  suivant  : 

Soit  une  courbe  quelconque.  Je  peux  toujours  consi- 
dérer les  trois  coordonnées  d'un  de  ses  points  comme  des 
fonctions  de  la  distance  de  ce  point  à  uu  point  fixe. 
Soient  a,  b,  c  les  coordonnées  de  ce  point  fixe,  x,  y^  z 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe.  Nous  pouvons 
toujours  poser 

y=.i  +  -/_(r), 
=  ^.-c  +  ii{r), 

r  désignant  la  distance  des   deux  points  (a,  h,  c)  et 
(j:,j,  z).  Soit  une  seconde  courbe  dont  les  équations 


C)  Voir  mtmt'ïrymtt,  p.  3'|',. 

Aan.  i{eHaihéiHai.,i*nir\e.l.  XK.  (Sfplombrp  i^Ri.) 
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sont 

a  =  c-)-'l',(/-). 

Je  suppose  que  ces  deux  courbes  aient  un  point  com- 
mun {^,^y  ^).  SoilV  l'angle  qu'elles  font  entre  elles  en 
ce  point;  cet  angle  satisfait  à  la  relation 


v'W*  ■+■  x"  -+■  f)  if't'  +  xV  -*-  •Vi') 

Les  deux  courbes  transformées  par  rapport  au  point 
(d,  6,  c)  sont  représentées,  la  première  par  les  équations 


•.  =  ''+;îy.('). 

\  —  c+ji^ir). 

l'I  la  seconde  par 

S  =  »+^„(,), 

^=t>  +  y.idn. 

Z  —  C  +  -ï4',(/-i. 

Ces  deux  courbes  ont  un  point  commun  qui  est  le 
transformé  du  point  x,  jy  x  et  font  entre  elles,  en  ce 
point,  un  angle  V  donné  par  la  formule 
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OU,  en  développant, 

\/^(7"-+-z"+4'")~7iC?¥'+xx'+'W'')+^(?'+x'-i-î''Y- 

Mais  si, dans  les  fonctions  <f,  yj^  ^,  mi,  yi,  li, on  rem- 
place r  par  la  valeur  qui  correspond  au  point  commun 
aux  deux  courbes,  on  trouve 

et 

<F*  +  X*  +  'I''  —  TÎ  +  XÎ  -+-  +!  =  ?T"  +  XXi  -+-  •W'i  —  '■'- 


d'où 

-^a:(T».  +  II.  +  «.)+^ 

?l'i+IX.  +  «.)  = 

=  o, 

-3(ïV+xy. 

+++')+ ^(ï'+ 

X'+f) 

Demtaie, 

=- 

-^>- 

-^= 

=  o 

-4(».f; 

^-IlX■  +  '^|♦'l)  + 

â(T!  +  X 

+«)= 

-0 

La  formule  précédente  se  réduit  donc  à 

cos  v'=  y'V.  +  x'x'.  +  ff.         , 

V'C?"  +  X"  +  f  )  (î't'  -i-  X'i'  -^  "i"'!') 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

Le  calcul  précédent  ne  suppose  en  rien  que  les  quan- 
tités qui  y  figurent  soient  réelles  :  nous  conviendrons 
donc  de  dire  que  le  théorème  est  vrai,  lorsque  nous  rai- 
sonnerons sur  des  points  imaginaires. 

Nous  admettrons  également,  et  dans  tous  les  cas,  les 
théorèmes  suivants,  dont  la  démonstration  anal;^iquene 
présente  pas  de  difficulté  : 


:|z..l:,  Google 
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A  tout  plan  correspond  une  sphère  passant  par  h 
centre  de  transformation  et  dont  le  centre  est  sur  la 
perpendiculaire  menée  par  le  centre  de  transformation 
sur  ce  plan,  et  réciproquement. 

A  une  sphère  quelconque  correspond  une  sphère^ 

j4  toute  droite  correspond  une  circonférence  passant 
par  le  centre  de  transformation,  et  réciproquement. 

A  une  circonférence  quelconque  correspond  une  cir- 
conférence. 

VI.  Od  peut  en  déduire  immédiatement  les  propriélét 
suivantes  : 

Toutes  les  sphères  passant  par  l'un  des  points  sis- 
guliers  d'une  girocyclide,  et  dont  le  centre  se  meut  sur 
une  droite  passant  par  ce  point,  coupent  la  girocyclide 
suivant  des  courbes  qui  font  le  même  angle  avec  un  des 
cercles  générateurs. 

Car  tous  les  plans  perpendiculaires  à  la  droite  fixe 
coupent  le  cane  transformé  suivant  des  courbes  qui  font 
le  mèuic  angle  avec  une  des  génératrices. 

Dans  toute  girocyclide  du  quatrième  ordre,  il  y  a  six 
séries  de  sections  cycliques,  différentes  des  lignes  de 
courbure.  Deux  sections,  cycliques  d'une  mèuie  série  ne 
sont  pas  sur  une  même  spbère,  mais  ces  séries  se  cor- 
respondent deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  deux  sections 
appartenant  à  deux  séries  correspondantes  sont  sur  une 
même  spbère. 

Deux  sections  cycliques  appartenant  à  dieux  séries 
correspondantes  coupent  xu>e  même  ligne  de  courbure 
circulaire  sous  des  angles  dont  le  produit  est  constant. 

Toutes  CCS  propriétés  résultent  des  propnétéa  de» 
sections  cycliques  des  cônes  du  second  ordre.  IVéan- 
moios,  il  est  bon  de  mettre  en  évidence,  par  un  procédé 
plus  direct,  l'existence  des  sections  cycliques.  Consi- 
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(léruiis,  en  elTet,  U  gïrucydïde  cléûiiiv  par  ]'ét|Ualioii 


[■^■'-^.>-'+(^-'-0'- 


011  )>îeii 


c(3  —  c)]*  —  4  A:c»  +  4  Bj-». 


Considérons  le  cône 

[aj;  +  by  +  c{z  —  c)]*—  A  a-'—  Ry'—o. 

On  sait  qu'il  existe  trois  valeurs  dv  "k  telles  qu'on  ait 
identiquement 

[ax  +  6/  +  c(3  -  O?-  A.r»-  B.r' 
=  [M^  +  Nr+l'{=~c)][M'^  +  N>  +  P'(5-c)] 

Ces  valeurs  sont  les  racines  de  l'équation 

-  A  +  ).  aft  a 

ab  fc'  — B^-X         6 


frc 


c'  +  X 


lorsque  c  est  réel,  elles  sont  toutes  les  [rois  réelles,  et 
l'une  d'elles  seulement  donne,  pour  M,  S,  P,  M',  W,  P'. 
des  valeurs  réelles. 

Dans  tous  les  cas,  l'équatîon  de  la  girocyclide  s'écrit 

+  4[Mx  -+-  N^  +  1>(5  —  c)]  [M'a-  +  Wy  +  P'(=  —  c)] 

-4À[:r*+jr*-l-(=-c)*]  = 


-.',[M^-l-Nv  1  I*(=-    fVl[M'.,'-i    N'v-i-I"(;-     r)]. 
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Cette  dernière  équation  est  le  résultat  de  l'éliminatiott 
de  y.  entre  tes  deux  équations  suivantes 

(5)   x»  +  7*+(  =  -c)'^-4ti[M^  +  N^  +  P(»-c)] 

et 

Ia;^  -h  y*  -h  (s  —  cy  +  i[ax  +  by  -\-  c{s  ~  c)  —X] 
=  ~  [M'x  ■+■  N>  +  P'(3  —  c)], 

et  ces  deux  dernières  équations  représentent  un  cercle 
dont  la  position  dans  l'espace  varie  en  même  temps  que 
la  valeur  de  ^.  On  obtient,  en  faisant  varier  [jl,  une  pre- 
mière série  de  sections  cycliques  :  l'équation  (5)  montre 
que  les  sphères  qui  passent  par  une  de  ces  sections  et  par 
le  point  singulier  (0,0,  c)  ont  leurs  centres  sur  une 
droite  fixe  passant  par  ce  point  et  perpendiculaire  à  l'un 
des  plans  cycliques  du  cône  transformé.  On  obtiendrait 
une  seconde  série  en  faisant  varier  v  dans  les  deux 
équations  suivantes 

^'-l-r'  +  (3  — c}»— -Jiv[M'j:  +  N'_x+P'C-  — c)] 
et 

^i  +  y  _,_  (a  _  c)»^  4[a^  4- fr_^  _+.  c(;  „  c)  —  X] 

Chercbons  maintenant  l'enveloppe  des  plans  cycliques 
d'une  même  série.  Le  plan  de  la  courbe  représentée 
parles  équations  (5)  et  (6)  a  lui-même  pour  équation 

-^  4[i[Ma:  +  N^  +  P(i!  -  c)]  +  i  [M'^  +  N>  +  P'(«  —  c)}, 

et  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

aa; -^  by-+-  c{s^c)  —  X=:H, 
Hx  +  N/  +  P(5-c)  =  K, 
M'j:  +  .N',r-i-P'(J!-c)^L. 
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celte  équation  devient 

L'enveloppe  de  ce  pUu  a  pour  équation 
H'~KL  =  o, 
t'est  donc  un  cône  du  deuxième  ordre. 

EXERCICK8  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  Ed.  DEWULF, 
LieuteDaDt-Colonel   du   Génie. 


I.  Notations.  —  1.  JVous   employons  les  notations 
suivantes  : 

(i,a,3,4)[5,6,7,8....] 

représente  un  faisceau  de  coniques,  dont  la  base  est  for- 
mée par  les  points  i,  3,3,4  ^t  dont  les  courbes  sont 
déterminées  par  les  points  5, 6, 7, 8, . .  .■■, 

(1, 2,3,4,5,6,7, 8)[9,io,ii....] 

représente  un  faisceau  de  cubiques,  dont  la  base  est  for- 
mée  par  les  points  i,a,  3,4,  5,6,7,  Set  dont  les  courbes 
sont  déterminées  par  les  points  9, 10, 1 1 , ...  ; 

(.*,3,  3,  4, 5,6)  [7,8,9,....] 

représente  un  faisceau  de  cubiques,  dont  la  base  est 
formée  par  le  point  double  1  et  les  points  simples 
a,3, 4, 5tt>,  et  dont  les  courbes  sont  déterminées  par  les 
points  7, 8,  9, ...  ;  et  ainsi  de  suite. 

Cette  Notation  est  empruntée  au  Mémoire  de  M.  l'ami- 
ral de  Conquières,  intitulé  :    Essai  sur  la  génération 
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des  courbes  géométriques  (t.  XVI  des  Mémoires  pré- 
sentés par  divers  savants  à  l'Académie  des  Scie/ices). 

2.  [x — jy]"  représente  une  transformation  bîration- 
nelle  de  l'ordre  n  entre  les  points  x  et  j;  la  théorie 
générale  de  ces  ti-ansformattons,  exposée  d'après  les 
Mémoires  de  M,  Cremona ,  se  trouve  dans  le  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  (année 
1872,  p.  ao6  etsuiv.) 

3.  Si  Ton  a  sur  une  droite  une  série  de  couples  de 
points  formant  une  involutioii  i,  et  si  l'on  joint  ces 
couples  de  points  à  point  O  d'un  cercle  M,  chatjuc 
couple  de  points  conjugués  détermine  une  corde  de  M, 
toutes  ces  cordes  concourent  en  un  point  p  (Cuasles, 
Géométrie  supérieure,  p.  49")-  ^ous  disons  que  ce 
point  ;p  représente  l'învolution  t,  par  rapport  au  cercle  M 
et  à  un  de  ses  points  O. 

II.  étudier  la  relation  tfui  existe  entre  les  sy'stèmes 
de  points  x  et  y  qui  rendent  projectifs  le  faisceau 
de  coniques  (i,  2,3,  j)  [4t  5,  6,  7]  et  le  faisceau  de 

rf/-o/(eîj[4',5',6,'/J. 

1 .  A  un  point  déterminé  x  correspondent  tous  les  points 
d'une  conique  C^  circonscrite  au  quadrilatère  ^'5'&'f  et 
capable  du  rapport  anbarmonique  des  tangentes  an 
point  I  des  coniques 

1,2. 3.x. 4,     1.2. 3. 1^.5,     1,1. 3.x. 6,     1.2. 3.x. 7. 


Pour  déterminer  les  points  x  qui  correspondent  k  un 
point  donné  y,  nous  désignons  par  i\,  l'j,  i^,  i',  les  iuvo- 
lutions  déterminées  sur  une  droite  quelconque  /  par  les 
quatre  faisceaux  de  coniques  (1,2, 3, 4),  (i)2,3,5), 
(l.2,:i.6),(<.^,3,7V    .'t    par  p,.p..,p.,p,r  les  quatr.- 
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points  qui  représentent  respectivement  ces  involutions 
par  rapport  à  un  cercle  M  et  à  un  de  ses  points  O. 
Décrivons  sur  pipsptP7  une  conique  C^  capable  du 
rapport  anharmouique  du  faisceau  _j'[  4')  5',  6*,  7*],  et 
soit  p  un  point  quelconque  de  cette  conique.  Chaque 
point  p  détermine  quatre  cordes  ppt,pps,pp»,ppj 
de  M,  et  ces  cordes,  projetées  de  O  sur  /,  déteriuinent 
sur  cette  droite  quatre  couples  de  points  en  involu- 
tion  jjttffjfj,  jgfg, 5, t^.Les  coniques  (i,  3,  3,  4ift)  ft)i 
(1,  a,3,  5,  Ja,  (j),  (1,2,  3,6,,î»,ï»),  {i,  2,  3,  7,^1,^,)  se 
coupent  en  un  même  point  x.  Donc,  à  un  poîut  p  cor- 
respond nn  seul  point  x,  et  pour  le  déterminer  il  suffit 
de  deux  des  coniques  ci-ticssus,  (1,  2,  3,  4i 'ti '•) 
et  {1,  a,  3,  5,^5,  (sî)  par  exemple. 

Supposons  maintenant  que  le  point />  parcoure  la  co- 
nique CJ;  les  droites />/j4,  pps  engendrent  deux  faisceaux 
projectîfs,  dont  les  rayons  correspondants  déterminent 
sur  /  deux  involutions  projeclives  Sit'i_,  s'^C^^s'^t'^,  . . -, 
Sst-i,s\t\,s\t\,  . . .,  et  les  coniques  (1,  2,  3,  4ï ^n '*)i 
(.,2,3,4, <,';),  (i,3,3,5.c5,^),  (i,2,3,5,y.,t',),... 
forment  deux  faisceaux  projectifs  dont  les  courbes  cor- 
respondantes engendient  une  courbe  du  quatrième 
ordre  C^,  ayant  trois  points  doubles  en  i,  2,  3  et  pas- 
sant parles  points  simples  4i  ^  ^t  aussi  par  les  points 
simples  6  et  7.  Quand  le  point/»  parcourt  laconique  C^, 
le  point  X  décrit  la  courbe  C^;  et,  comme  à  tous  les 
points  ^j- d'une  conique  circonscrite  à  4' 5' 6' 7'  corres- 
pondent tous  les  points  p  de  CJ,  on  peut  dire  qu'w  tous 
tes  points  j^  d'une  conique  circonscrite  à  4'5'f>'7'  cor- 
respondent tous  les  points  x  d'une  courbe  C»,  ayant 
des  points  doubles  en  1 ,  2,  3  fît  passant  par  les  points 
simples  i,  5,6,  7. 

â.  Les  coniques  (4',  5',  6',  7' j  et  les  quartiques  Ci  se 
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correspondent  une  à  une  et  forment  deux  faisceaux  pro- 
jectifs;  le  lieu  géométrique  Ci  des  intersections  des 
courbes  correspondantes  de  ces  faisceaux  est  aussi  le 
lieu  géométrique  des  points  x  qui  rendent  projectijs 
les  deux  faisceaux 

(i,2,3,:r)[i,5,6,7]     et    ^[4',  5',  6',  7']. 

Cette  sextique  a  des  points  doubles  aux  points  1,3,  3  et 
passe  aux  points  simples  41^16,7,  4')  ^,6',  7'. 

3.  Supposons  que  les  points  4')  ^'t  &i  "f  ^^  confondent 
respectivement  avec  4i  ^>  ^t  JS  '^  courbe  Cs  est  le  Heu 
des  points  x  qui  rendent  projectifs  les  deux  fais- 
ceaux (i,a,  3,:e)[4,  5,6)7]  *=*^[4i5,<i,7]. 

A  chaque  point  x  de  cette  çoiu-be  correspond  une 
cubique  du  réseau,  dont  la  base  est  formée  par  les 
points  1,3,3,4)5,6,7,  et  cette  courbe  a  im  point 
double  en  :c;  en  d'autres  termes,  lelîeugéométriquedes 
points  X  est  le  lieu  géométrique  des  points  doubles  des 
cubiques  du  réseau  (i,  3,3,  4)5,6,7).  Ce  lieu  géomé- 
trique ne  doit  pas  changer  si,  au  lieu  de  prendre  tes  trois 
points  1,3,3,  on  prend  trois  quelconques  des  sept  points 
donnés  pour  former  la  base  du  faisceau  générateur  de 
coniques.  Nous  avons  donc  démontré  le  théorème  sui- 
ante  : 

Le  lieu  géométrique  des  points  doubles  des  cotirbes 
du.  réseau  de  cubiques  {i,  2,3,4)5,6,7),  c'est-à-dire 
la  jacobienne  de  ce  réseau,  est  une  courbe  du  sixième 
ordre  qui  a  un  point  double  en  chacun  des  sept 
points  1,9,3,4,^,6,7. 

On  peut  voir  directement  que  cette  jacobienne  a  des 
points  doubles  en  chacun  des  sept  points  donnés;  on 
peut,  en  elfet,  construire  une  cubique  ayant  un  point 
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double  en  un  des  sept  points  donnés  et  passant  par  les 
six  autres. 

On  peut  encore  déterminer  directement  TÎngt  et  un 
couples  de  points  de  cette  jacobienne,  car  le  réseau  de 
cubiques  (i,  a,  3,4i^;6,  7)  renferme  les  vingt  et  une 
courbes  composées,  formées  de  la  conique  déterminée  par 
ciuqdes  sept  points  donnés  et  par  la  droitequi  joint  les 
deux  points  restants,  et  les  points  d'intersection  de  cette 
conique  et  de  cette  droite  appartiennent  à  la  jacobienne. 
Ces  quarante-deux  poinu  peuvent  être  imaginaires  par 
couples  et  se  construisent  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas. 

Ajoutons  encore  qu'on  peut  tracer  directement  les 
tangentes  à  la  jacobienne  en  chacun  de  ces  points 
doubles  i,Q,3,4i  ^>6,y.  Pour  le  faire  voir,  il  suffit  de 
démontrer  que  ces  tangentes  sont  celles  des  sept 
cubiques  qui  ont  respectivement  chacun  de  ces  sept 
pmnts  pour  point  double. 

Cela  résulte  du  théorème  général  suivant,  démontré 
géométriquement  par  M.  Cremona  dans  son  Introdu- 
zione  ad  una  teoria  geometrica  delte  curve  piane 
(96,  rf,  p.  75)  : 

Etant  donné  un  réseau  de  courbes,  passant  par  un 
même  point  O,  la  hessienne  du  réseau  passe  deux 
fois  par  le  point  O,  et  ses  deux  tangentes  en  ce  point 
sont  celles  de  la  courbe  du  réseau  pour  laquelle  O  est 
un  point  double. 

On  sait  que,  dans  le  cas  où  l'ordre  des  courbes  qui 
constituent  le  réseau  est  le  même  pour  toutes  ces  courbes, 
la  hessienne  se  confond  avec  la  jacobienne,  et  c'est 
ce  qui  a  lieu  dans  la  question  dont  nous  nous  occu- 
pons. 

Nommons  8,  9,  lo,  11,  la,  i3    six  quelconques   des 
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quaranle-dcux  points  dont  il  a  été  i|uestion  ptus  baut. 

La  jacobienne  du  réseau  pourra  tire  engendrée  par  lu 

deux  faisceaux  projectifs  de  cubiques 

(,,5,3,4,5,6,7,-)  [9,  10.11,13,  i3] 
(1,3,3,4:5,6,7,8)  [9, 10,  II,  13,  i3]. 

Le  point  2  sera  dëtcrniiné  par  l'une  des  deux  mé- 
tbodcs  indiquées  par  M.  de  Jonquières  dans  son  Essai 
sur  la  génération,  etc.,  §  43.  Les  cubiques  correspon- 
dantes du  ces  faisceaux  ont  toutes  sept  points  communs 
connus  à  l'avauce  ;  les  deux  autres  points  d'intcrsccùon 
de  ces  couples  de  courbes  pourront  donc  ôire  construits 
au  moyen  de  la  règle  et  du  compas,  en  employant  les 
méthodes  développées  par  M.  Chasies  aux  §§  VI  et  X  de 
sa  Ifote  sur  les  courtes  du  troisième  ordre,  insérée  aux 
Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 
i855  (décembre,  p.  1190  et  suiv.) 

Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  que  la  jacobienne 
d'un'  réseau  de  courbes  du  troisième  ordre  déterminé 
par  sept  points  peut  être  tracée  an  moyen  de  la  règle  et 
du  compas. 

4.  Le  tracé  de  la  jacobienne  d'un  rési^au  de  cubiques 
nous  conduit  immédiatement  à  la  détermination  des 
points  doubles  d'un  faisceau  [ï,^,Z,  4,5,6,y,9)  de 
cubiques.  Considérons,  en  effet,  les  deux  réseaux  de 
cubiques  (1,2,3,4,5,6,7)  et  (1,3, 3, 4, 5,6,  8).  Les 
jacobicnnes  de  ces  deux  réseaux  sont  une  courbe  C«  du 
sixième  ordre,  ayant  des  points  doubles  en  1 ,2,3,4,5,6,7, 
et  une  autre  courbe  C,,  ayant  des  points  doubles  en  1,3, 
3, 4)3, 6,8.  Ces  deux  courbes  ont,  en  commun,  les 
points  doubles  i,  3,3, 4r  5,6,  et  y  ont,  en  général,  des 
tangentes  dilTérenles;  elles  se  coupent  donc  en 
36      4>-  6-  la 
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antres  poiuts.  Donc,  les  courbes  tf'an  faisceau  de 
cubiques  [i,  a,  3,  4;  5,  6, 7,  8)  ont  douze  points  doubles 
qui  peuvent  se  construire  au  moyen  de  In  règle  et  du 
compas. 

in.  Étudier  la  relation  (jui  existe  entre  les  systèmes 
de  points  i/ai  rendent  projecttfs  les  deux  faisceaux 

(i,a,3,.r)[i,5,6,7,8]    et     vU'- â',6',7',8']. 

1.  A  un  poïut  X  donné  correspond  un  seul  point  jy- 
que  l'on  détermine  en  décrivant  sur  4' S' â* 7' une  conique 
capable  du  rapport  anliaroiouiquc  des  coniques 

(.,2,3,:c),  [4,5,6,  7], 

puis,  sur  4'^'6'S'  une  seconde  conique  capable  du  rap- 
port an  lia  rm  oui  que  des  coniques 

Ces  coniques  ont  en  commun  les  points  4'i  S'i  6' eLsc 
coupent  en  un  quatrième  point  qui  est  le  point  j 
chcrclié. 

Supposons  que  l'on  donne  un  point  yr^  et  soit  x  un 
point  correspondant  à^',  que  nous  allons  déterminer  en 
le  supposant  d'abord  connu,  pour  établir  notre  raison- 
nement. Chacune  des  coniques 

(i,2,3,x,4),  (i,2,3,,r,5),  {i,3,3,a-,6), 
(i,2,3,.r,7),  (r,3,  3,^,8) 

marque  sur  une  droite  quelconque f  un  couple  de  poinU 
et  ces  cinq  couples  de  points  sont  en  involution,  puisqu'ils 
sont  déterminés  par  des  coniques  du  faisceau  (  i ,  2,  3,  x)  ; 
de  plus,  cette  involution  est  projectivc  au  faisceau 

j'[4',5',6',7',8']; 
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par  hypothèse,  chacun  de  ces  couples  de  points  appar- 
tient respeclive  ment  aux  cinq  invo1utioiuij,it,  Iï,It,  U-, 
déterminées  sur  /  par  les  cinq  faisceaux 

(.,2,3)[4,5,6,7,8]. 

Pour  trouver  ]e  point  x,  il  faut  donc  déterminer,  dans 
chacune  des  involutions  14,  l't,  i«,  ij,  l'i  un  coujJe  de 
poinU  tel  que  les  cinq  couples  forment  une  învolution 
projective  au  faisceau^[4'i5',  6',  7',  8']. 

Soient  PkiPstPtiPT^P»  les  cinq  points  représentatifs 
des  cinq  involutions  par  rapport  à  un  cercle  M  et  à  un 
de  ses  points  O.  Si  l'on  admet  que  l'on  connaisse  un 
point  p  tel  que  les  deux  faisceaux;>[;>,,/is,  ;;«,/>,, pi} 
el_j'  [4',  5',  6',  7*  8']  soient  projectifs,  les  cinq  rayons  ppt 
(1  =  4,5,6,7,8)  déterminent  sur  M  cinq  cordes  qui, 
projetées  du  point  O  sur  /,  donnent  les  cinq  couples  de 
points  cherchés. 

Or,  nous  savons  que  les  points  p  ^y  forment  une 
transformation  birationnelle  [p — y]*  du  cinquième 
ordre,  dont  les  points  fondamentaux  pour  la  6gure  {/?) 
toutpl,p\,pl,pj^pl,elpl,  pt  étant  le  point  adjoint  au 
groupe  {p^ipf,  p»ip-iip*)  ou  te  point  qui  correspond  à 
tous  ceux  de  la  conique  (4',  5',  6^,  7',  8'),  et  pour  la 
figure  (y)  les  points  4'*5  S")  6")  7'')  8'*  et  o'*,  o'  étant  le 
point  adjoint  au  groupe  (4')  5',  6',  7',  8'}  ('), 

Nous  savons  aussi  que  les  points  p  et  x  forment  une 
transformation  birationnelle  [p  —  x]*  du  second  ordre, 
dont  les  points  fondamentaux  sont  pour  la  figure  (x) 
les  points  i ,  a,  3,  et  pour  la  figure  [p)  les  points  «1,1, 
^i,t1^^,i^  projections  du   point  O  sur   M  des  points 


(  '  )  Rddolfb  Sti'rh,  Dai  Problem  der  ProJeetioitSt  {MathemalUehe 
Anaalen,  t.  I),  ou  Ditulf  et  Scboote,  Construire  une  courbe  uni- 
curtale  du  quatrième  ordre,  etc.  (Bulletin  des  Sciente*  mtUhé- 
matiqua  et  ailronomiguei,  i87(; 
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d'intersection  des  droites  2  -  3,  i  -  3,  i  -  a  avec  la  trans- 
versale /  ('). 

Donc  à  un  point  j:  correspond  un  seul  pointj^. 

Quand  le  point  x  décrit  une  droite  quelconque,  le 
point/? correspondant  de  [/»  —  x]' décrit  une  conique  C 
passant  par  les  points  ei,t,ei,i,ei,j,  et  ne  passant  gé- 
néraicment  par  aucun  des  points  fondamentaux  de  la 
6gure  (3)  dans  [p — y^-  ^^i"  suite,  à  la  conique  C,  con- 
sidérée comme  appartenant  à  la  6gure{p)dans  [p — jf, 
correspond,  dans  la  figure  {j)  de  cette  même  transfor- 
mation, une  courbe  Cio  du  dixième  ordre,  ayant  des 
points  quadruples  en  o'*,4''t5'*,6'',7'*,  8",  et  des  points 
simples  aux  points  ',,,  ^',.t)'',.i  *V^  correspondent  aux 
points  e  de  la  ligure  [p)  dans  la  transformation  [p  —  j']*. 

Il  résulte  de  là  que  les  points  x  et  y  qui  satisfont  à  la  , 
ifuestion  forment  une  tranformation  hirationnelle  du 
dixième  ordre  dont  les  points  fondamentaux  sont  :pour 
la  figure  {y),  o'«,  4'*,  5'*,  ti'*,  7'»,  ff*,  «',,,,«',  „  e',,,  et 
pour  la  figure  {x),  les  points  quintuples  i',  a',  3*  et 
les  points  doubles  p'aiPiiPstPi'P'  tPi'  ?"''  <''"'*  '** 
figure  (x),  correspondent  aux  points po,pt,ps,pt,pi, 
pt  de  la  figure  [p]  de  cette  dernière  transformation. 

2.  La  transformation  du  dixième  ordre  [x — _/]'"  a 
douze  points  doubles.  Donc  : 

Il  y  a  douze  points  x  qui  rendent  projectifs  les 
faisceaux 

<i,a,3,:c}[4,5,6,7,8]     et    x[4',  5',6',7',8']. 

3.  Supposons  maintenant  que  les  points  4',  S',  6',  7',  8' 
se  confondent  respectivement  avec  les  points  4, 5, 6, 7, 8. 


C)  Dkwvlf  el  Scmoinr.,  loe.  cil.  (Bulletin,  1S79). 
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Les  deu\  faisceaux 

(i,a,3,j-)[4,5,6,7,8]     et     v[4,  5.  G,;,  8], 

quand  ou  prcud  pour  x  cl  y  des  poïuts  correspoudants 
de  la  transformation  [x — J"]'"!  engendrent  toutes  les 
cubiques  du  faisceau  de  ces  cdurbes  détermiaé  par 
les  huit  points  i,  a,  3,  4i  5,  6',  7,  8.  Cette  transforma- 
tion [x  —  x]'"  ayaut  douze  points  doubles,  il  existe 
douze  points  x  qui  rendent  projeclifs  les  deux  fais- 
ceaux 

(1,3,3,  j)[4,  5,6,7,  8]    «t    ^[4,5,6,7,8]. 

Chacun  de  ces  douze  points  détermine  une  cubique 
du  faisceau  (i,  a,  3, 4>  5,  6,7,  8)  et  est  un  point  double 
de  ce  faisceau.  Donc  : 

Dans  un  faisceau  de  cubiques,  il  y  a  douze  courbes 
ffui  ont  un  point  double. 

4.  Pour  construire  ces  douze  points,  remarquons  qu'à 
un  faisceau  de  droites  passant  par  «<,:  de  la  figure  (p) 
de  [p  — xY  correspond,  dans  la  lîgure  [x)  de  celle  Iran»- 
fornation,  un  faisceau  de  droites  passant  par  le  point  3, 
et  dans  la  transformation  [p  —  j']*  un  faisceau  de 
courbes  du  cinquième  ordre  C^,  ayant  toutes  des  points 
doubles  aux  points  o,  4;  ^i  f>i  7i  8.  Ces  deux  faisceaux 
de  droites  e,^i  et  de  quintiques  sont  projectifs  et 
engendrent  une  courbe  C«  du  sixième  ordre,  qui  a  des 
points  doubles  aux  points  o*,  4',  5',  6',  7',  8'  et  qui 
renferme  les  points  cbercbés. 

De  mèuie  un  faisceau  de  droites  passant  par  e^^t  con- 
duit à  une  courbe  C'^  ayant  des  points  doubles  en  0^,4'y 
5*,  6',  7*,  8'  et  renfermant  les  points  cbercbés. 

Ces  courbes  C«  et  C,  ont  eu  commun  les  points 
doubles    o*,  4")  '''1  ^^i  7*)  8',    qui    sont  étrangers  à  la 
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question;  luurs  6x6  —  i(x6  =  i2  autres  points  d'in- 
tersection sont  donc  les  douze  points  clicrchés. 

On  peut  tracer  les  courbes  Ct  et  C.\  comme  nous 
l'avons  indiqué  ailleurs  (']. 

La  construction  des  points  doubles  des  courbes  d'un 
faisceau  de  cubiques  ofl'rc  de  l'intérêt,  parce  que  les 
courbes  déterminées  par  nés  douze  points  servent  de 
limite  ou  de  transition  entre  des  groupes  de  courbes  du 
faisceau  qui  ont  des  formes  dîtlërentes. 

Janvier  1680. 


OIESTION. 
CmiitÈ  nistt-l-il  k  roarbn  rilioiiclles  (ninnalci)  it  futritie 
irérc  qii  oil  dcii  paJits  doibles  en  t,  tt  i^  et  qii  ^sicit  par  lu 
itftpoiib  siifles  t,  2,  3,  A,  5,  6,  7? 

Pab  m.  Ed.  DEWUr.F, 

l-Ciilanpl   du  G^aïr. 


Les  propriétés  de  la  jacobiennc  d'un  réseau  de 
courbes  permettent  de  résoudie  très  simplement  ce  pro- 
blème. 

On  sait  que  la  jacobienne  d'un  réseau  de  courbes 
de  l'ordre  n  est  de  l'ordre  3  {/i  —  1  )  et  qu'un  point  mul- 
tiple de  l'ordre  i,  commun  à  toutes  les  courbes  du  ré- 
seau, est  de  l'ofdre  3i  —  i  pour  la  jacobienne. 

Laissons  de  càté  le  point  y  ;  les  quartiques  qui  ont  un 
point  double  en  cliacundcs  points  ai  et  fljetqui  passent 
par  les  points  simples  1,  a,  3,  4,  3,  6  forment  un  ré- 

(')  Coiatruction  d'une  couiittuaicurmle  du  quatrième  ardre,  etc. 
IBullelin  de»  Sciences  mathématiques:  1879,  v  semestre). 
Jan.  de  Mathfmat.,  t'  sirir,  I.  XX.  (.S«pl?ml>re  ifKo.)  lG 
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seau  doiil  la  jV-obîenn»',  di-  l'oitlro  (),  a  irii  poinl  quin- 
tuple i>i)  cliaruiidcs  points  n,  et  a3,<ai1es  points  doubic-s 
aux  points  i,  2,  3,  4)  5,  6.  Mais  parmi  le»  courbos  de  ce 
réseau  se  trouvent  les  <]uartiques  composées  d'une  dos 
cubiques  passant  par  les  points  a,,  a,,  1,  3,  3,  4;  ^i  ^ 
et  <Ic  la  droite  a,  a^.  Ces  quartiques  composées  ont  un 
pointdoubledonl  le  lieu  géométrique  est  la  droite  fi|  a^. 
J>onc  la  jacobicnne  du  réseau  se  décompose  en  la 
droite  n,(i2  et  une  courbe  du  liuîtième  ordre  Fg  avant 
des  points  quadruples  en  a,  et  a^  et  des  [)oiuts  doubles 
en  1,2,  3/4,  5,6. 

J^aissuns  maintenant  de  côté  le  point  G.  Les  quartï- 
qucs  qui  ont  des  point?  doubles  aux  deux  points  Uf  et  a, 
cL  qui  passent  par  les  points  simples  1,  a,  3,  4^  ^i  7 
iormeut  un  réseau  dont  la  jacobienue  se  compose  de 
la  droite  Oia^  et  d'une  courbe  F'^  ayant  deux  jwiuls 
quadruples  en  a^  et  a^  cl  des  points  doubles  eu  1,3,  3, 

4,  5;   5. 

Les  courbes  comp[>sces  des  deux  réseaux  sont  étran- 
gèrcsà  notre  question;  on  aura  donc  le  nombre  des  points 
doubles  des  courbes  du  faisceau  [n\  a\  1 ,  a,  3,  4)  6,  7) 
en  prenant  les  points  d'interseclion  de  Fi  cl  de  \\  autres 
que  n,,  <ii,  I,  2,  3,  4i  ^-  t't'  nombre  est 


Nous  avons  obtenu  ee  même  résultat  par  une  \oie  plus 
longue,  mais  plus  dtrecLe,  dans  un  travail  inséré  au 
Bulletin  des  Sciences  malhé.matiijues  et  astronomiijues, 
2' série,  l.  111,  septembre  1879. 
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mn  SliR  LA  QIBSTIOK  593  ('); 

Par  m.  E.  CATALAN. 

Rappelons  d'abord  la  première  partie  de  l'énoncé  : 
Tbéobèmf.  —  Etant  donnée  une  parabole  ABCDE,  </« 
troisième  ordre,  représentée  par 

OR  fait  passer,  par  les  extrémités  A,  C,  E  de  trois  or- 


données équidistantes,   la  parabole  du  second  ordrt 
dont  l'équation  aurait  la  forme 


Ces  courbes  déterminent  deux  segments    ■ 
ABCA,  CDEC,  équivalents  entre  eux. 


vilignes 


iérie,  t.  XVII,  p.  5,  îoSetJo;.  On  p«ut 
Association  française  pour  l'avanee- 


(')  Tfouvelles  Annales, 
consulter,  sur  le  mfnie  su 

ment  des  Sciences,  sessions  de  1879  et  iSSo;  Bulletin  de  ta  Société 
philomathique  de  Paris  (1880,  CoUisnon);  Mémoires  de  l'Acadé- 
mie de  Belgique,  t,  XLIII;  elr. 
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Oue  propositiou  puut  ùlre  ainsi  niodiliée  «l  généra- 
lisée. 

Soit  ABC  ...  EFG  une  parabole,  d'ordre  impair, 
représentée  par 

Y  =  Ax'»+' +  B.r*' +  . . .  +  Go: -i- H  ; 
et  soit  Aahb  . . .  FyG  la  parabole,  d'ordre  pair,  dé- 
terminée par  IfS  an  ■+•  i  points  A,  B,  . . . ,  F,  G  ayant, 
deux  à  deux,  leurs  abscisses  égales  et  de  signes  con- 
traires {'). 

Cela  posé,  les  trapèzes  paraboliques  A'AB. .  .FGG', 
A'Aa Rb... F/GG* sont  équivalents. 

Appelons  a,b,  . . .,  /i  les  abscisses  des  points  F,G, ...  ; 
et  posons 

/(iv)  —  A.e(j:»—  c')(;r«—  é») . . .  (^»— A»). 
Il  est  visible  quel'équatïon  (le  la  seconde  parabole  est 

Soient  P,  p  les  aires  des  deux  trapèzes.  On  a 

Pr^^  Yrfj-,    p^  f    y<lr\ 
puis 

I'  ?=/*'/(■'■)'''■• 

D'après  la  forme  dey{x),  les  éléments  de  la  dernière 
intégrale  sont,  deux  à  deux,  égaux  et  de  signes  con- 
traires j  donc  cette  intégrale  est  nulle  {'  ),  et 

pj=p^ 

(')  Le  poiDt  D,  situé  sur  l'ordonnée  moyenne,  fait  exreplioD. 
(*)  En  outre,  toutes  les  paraboles  d'ordre  m  + 1,  passant  aux 
points  A',  B',  . , . ,  K',  F',  *ont  représentées  par 

(')  Elle  représente  l'aire  commune,  de  toute*  les  paraboles  dont  il 
Ml  question  ilans  li  ^<1lr  préeéciente. 
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ConOLLAtBE  I.  —  Les  segments  curvilignes  corres- 
pondants, Aal),  Fyo,  BtC,  E«F,  . . .  sont  équiva- 
lents deux  à  deux. 

CoROLLAiRR  II.  —  Les  trapèzes paraboli(/ues  IVBFF', 
B'BÂCc . . .  cFP,  . . .  sont  équivalents  deux  à  deux. 

Remarque  sur  les  courbes  paraboliques.  —  La  para- 
bole d'ordre  n,  déterminée  par  n-f-i  points  (jTo)^»), 
(x,,^,),  ...,  (Xn,_^n)  a  pour  équatiou,   comme   l'on 

:/(^)  r Il +       y^       +   + z^ 1 , 

en  supposant 

/(x)^(j^-^,)(x-X,).--(-^-^n)      (')■ 

Cela  posé  : 

Toutes  les  paraboles  d'ordre  n  -I- 1 ,  passant  en  ces 
n  -I- 1  points,  sont  représentées  par 


'[ï^. 


a"  Toutes  les  paraboles  d'ordre  n -4-  a,  passant  en 
ces  mêmes  points,  sont  représentées  par 


:)[ î± 


l.i*ge,  1.  mai  1 


{')  D'après  la  formule  d'interpolaiion  de  Lagrange,  oh  plut 
r  la  tliéorie  de  la  déeompotitwn  det  /rtrelions  ralionnellei. 
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Mit  SIR  m  SYSTIIME  l)K  COURBES  0RTIl(Hi6IIALBS 
ET  HOMOrOCALES; 

Par  m.  a.  I.EG0U\, 
professeur  à  la  Kacultc  des  .Srientcs  de  Grenoble. 


Les  courbes  qui  font  le  sujet  de  cette  Noie  sont  repré- 
seulées  par  l'équation 


(') 


V-  *  " 


où  X  est  un  paramètre  variable, yune-fouction  de  x  et 

de  y,  a  elb  des  constantes. 

Ci!s  courbes  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

1°  11  en  passe  deux  par  un   point   quelconque   du 

pi™- 

2°  Elles  ont  une  enveloppe  qu!  est  identique  à  celle 
des  coniques  représentées  par  l'équation 

Cette  enveloppe  se  compose  donc  d'un  systènie  de 
quatre  droites  imaginaires  passant  par  les  points  vireu- 
laircs  de  l'infini. 

Il  résulte  de  là  que,  quelle  que  soit  la  fonction  y, 
toutes  les  courbes  représentées  par  l'équation  (  i  )  ont 
dos  foyers  qui  coïncident  avec  les  foyers  des  coniques 
i-e|»rcsentées  par  l'équation  (a). 

i"  Les  courbes  représentées  par  l'équation  (i)  ne  sont 
pas  orlbogonales  en  général.  Il  faut  pour  i-ela  que  la 
fonction  y  satisfasse  à  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles, qu'on  obtienl  sans  pleine  en  exprimant  la  coudi' 
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(  I"-  ) 

lioii  d'oi-tliugoiialité,  et  tjui  esl  lu  suivaiilu 

tait  -1-  ÙJ-'  -\-ay)(f>'  -H/y')—  t/(bpu-  -hw/Y). 
'//     df 

IM/t   m   (1    IfllI-C-SCllU'Ill     -7-  1    -;-    ■ 

'         '       ^  a.i-    liy 

Si  l'on  fait  »  =  0  dans  l'équation  (i),(-etle  étgaalioii 
devient 

{■i)  ■<■(/''  +  '/')  ^V/'- 

Eu  appli(|uaiit  tes  foriniilea  connues  ^>our  l'intégia- 
tiou  dus  équations  aux  dérivées  partielles,  ou  trouve 


1' 

^  a,r, 

'/  = 

\>-'/-'' 

'■', 

piés 

futaiit 

uiiu   constante   arbitraire. 

Substituant 

df 

-htjiiy,  011  a 

',lv. 

,,/.-.'J 

(ly  — 

.'JJs 

d'où  enfin 

(4)  2/=raU'  +  (.K  +  îl)'], 

^j  étantune  autre  constante, C  est  une  înléj^i'alecuniplèle 
de  l'équation  (3),  Si  l'on  remplaec^"  par  ctrtie  valeur 
dans  l'équation  (1),  011  obtient  des  quartiqties  bicinu- 
iaires;  mais,  si  l'on  reinplaeeypar  l'intégrale  générale, 
à  cause  de  la  fonction  arLitrairi-  qui  entre  dans  cette 
intégrale,  on  aura  une  iiilinité  de  systèmes  orthogonaux. 
On  sait<|ue  l'on  ohlîeni  l'intégrale  générale  en  élimi- 
nant t(  et  ^  entre  l'équation  (4)  et  les  doux  suivantes, 

>!/    ,    df  ,1'.}  __ 
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{  4o8  ) 
Si  l'on  pose,  par  exemple,  ^  =  a",  on  en  déduira 


i).v  +  t-('" 


^1  .  .  r"i.y+y'i"'+')'.)''-<""+')(«'+.r'l1'' 

Four  m  =  I ,  on  a 

En  mittlant  h  la  place  <iuy<Ians  l'équation  (1)  cette 
dernière  valeur,  on  trouve  un  système  de  courbes  ortlio- 
gonales  du  douzième  ordre,  qui  ont  pour  points  qua- 
druples les  points  circulaires  de  l'infini. 


BEHOmSTUATION  DE  PHItl'OSlTlOKS  EKIIXCEES 

Par  m.  s.  RÉALIS. 


1°  Si  l'ëquation 

,r'-^l'^+y  =  o 

admet  la  racine  a,  son  premier  membre  est  le  produit 
de  deux  facteurs  tels  que  x  —  o,  x^+ax  +  m,  où  /n 
est  nécessairement  entier  si  P,  Q,  a  sont  entiers. 
On  a  donc 

P  =  —  a'  +  m,     Q  =  —  am, 
et  par  suite 

p'-4y«  =  (■<'+»")', 

(P--  4QS)(I«-  4Qc)  =  (o'-  ima'-m')' 

=  [5(»'-4"i)"-(«o'-9"OT 

=[("■-»">)•- s™-]*, 

h  et  r  étant  les  deux  antres  ravines  de  l'équation. 
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a"  Si  Ivs  trois  racines  a,  B,  c  sont  entières,  l'une 
d'elles  est  nécessairement  un  nombre  pair  (à  cause  de 
a+  b-h  c^o).  On  peut  donc  poser 


.«p 

éuat  entiers 

Od 

aura  donc 

P  =  - 

(3.' 

+  ?') 

Q  = 

-2'( 

"•-?") 

elpar 

suile 

P'- 

iQa  = 

5,'- 

-?■)• 

=  [(5' 

-,?)■ 

-5(3. 

-P)T 

P'— 

4Q6  = 

i'  + 

4"?- 

J.). 

= 

ô.'- 

-(». 

-?)']■ 

=  K'H 

-=?)•- 

5?'l', 

P>- 

4Qc  = 

«*  — 

4«?- 

?')' 

S:.'- 

-(3. +  ?)']■- 

=  [(  — 

"?)■- 

5?-]'. 

En  ou  Ire, 

(p»-4gft)(p'-4go^[(''-?')'-i6a'?']'. 

3*  Deux  racines  b,  c  étant  exprimées  par  des  nom- 
bres complexes  entiers,  la  troisième  racine  a  ne  peut 
être  qu'un  nombre  pair. 

On  peut  donc  poser 

d'où 

et  par  suite 

P--4Q»  =  (5=.-+P')', 
(P'-4Q»)(P'-  4Qc)  =  [5(3.p)-+  (.'-  ?>)•]■ 

=  [5(.'-F?')--(j.'-a?')T 
=  [(''  +  9P')'-5(4fl')'l' 
^[(.'+?')'-l-.6(.!i)-]'. 
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4"  JN'ous  avuns  d'abord,  par  identité, 

(p*-4Q«)(p'-4y6)(p>-4Qc)-^(i"-t-8g'i 

Si  P  ft  Q  sont  entiers,  et  que  la  quantité 
-(4P»+a7Q=) 
soit  égale  .i  un  carré  R',  il  est  visible  que 


=  (("+8"^')=- 


fa(5<.)  +  aH)■±5(:^(.)-^-H>' 


formules  où  l'on  choisira  les  signes  supérieurs,  ou  les 
signes  inférieurs,  de  manière  que  chaque  membre  soîl 
positif.  On  peut  pi'ouver  d  ailleurs  qu'un  nombre  entier 

compris  dans  la  forme  - — ^ — —  est  compris  aussi  dans  la 

forme  5u'  —  »<*;  de  même  pour  un  eut  ici- compris  dans  ta 

forme  -^ —  [voir  la  Théorie  dex  nombres  de  Lc- 

geudre,  t.  I,  p.  2o5.  Du  reste,  la  preuve  dont  il  s'agit 
peut  aussi  se  tirer  de  formules  dii-ectes,  sans  rien  em- 
prunter à  la  tliéaric  des  nombres). 

Si  c'est  U  (juaiilité  4P'-l-.'7y  qui  est  égale  à  un 
carré  R^,  auquel  cas  Q  et  R  sont  nécessairement  des 
nombres  pairs,  on  a 


P=-;-8(^)'z 


4 


où  le  second  membre  est  évidemment  uu  nombre  de  la 
fonue  3u^-f-f^. 

L'identité  qui  jusli  jie  et  complète  la  proposition  énon- 
cée à  la  itn  de  la  Hemarque  consiste  dans  la  formule 
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Jaii.  laquelle 

/■=A'+(A  +  B+C)'  +  C', 
=,=  A(2.)-+BM(,-?)+C(:.-!i)', 
j,=  A(-.  +  J)'+ !!(-,  + ?)(.+  ?)  + 
=.=  A(.+  ?)'+B(,  +  ii)ao.  +  C(i.)'. 
Celte  formule  peut  s'écrire 


m-m-m=- 


Du  la  sorte,  le  scroiid  iiieiiibrc  est  iiidépeiidatit  de  «  el 
ë,  et  [K'ut  ri'présunter  lout  nombre  égal  à  la  somme  de 
trois  carrés  entiers,  tandis  que  le  jircniicr  membre  peut 
represenlor,  d'une  iniinité  de  matiières,  une  somme  de 
trois  carrés  rationnels. 


KATE  SUR  DES  PORHILES  M  JOACUIMSTUAIm 

Par  m.  a.  DROZ. 

Dans  le  Journal  île  d'elle  (  Sur  quelques  applications 
des  déterminants  à  la  Gnuiuclrie,  l.  XL],  Joacbimstlial 
a  donné  deux  formules  pour  la  surface  du  triangle  dont 
un  connaît  les  équations  des  trois  côtés,  et  pour  le  volume 
du  tétraèdre  si  l'on  connaît  de  nicme  les  équations  des 
quatre  plans. 

Mon  intention  dans  cette  Note  est  de  donner  une  dé- 
inoust ration  très  simple  de  ces  deux  formules. 

Soient 
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Je  représeaU;  par  «i^  le  coefficient  de  a^  dans  le  détei 
minant  û. 
On  sait  que 


«ïi     "« 


(GiMETetCAucHT,  Joumol  de  l'École  Polytechnique]. 
Expression  de  la  surface  S  du  triangle  compj-is 
entre  les  trois  droites 

(  I  )  a„x  -I-  a,,/  -H  a,»  =  o, 

(a)  a„x  +  a„y-\-att^=o, 

(3)  a„j^  +  a„r +  a„  =  o. 

Si  Xij^i}  Xj,  j',;  X),  _j',   sont  les  coordonnées  des 
pointsd'intersectiondesdroites(93),  (3i],(ia},  on  aura 


.c,=  —,      Yt= 


Mais 


«M 

3|1       >1> 

«»l 

''il       >■■ 

«.1 

«11       "I. 

,  Expression  du  volume  V  du  tétraèdre  compris  entre 
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(4i3) 
tes  quatre  plans 

(  I  )  «i,^  -l-  «it.r  +  a,tz  +  du  =  o, 

(a)  OtiX  +  a„7  +  a„5  +  a„  =  o, 

(3)  «ji^^  +  aiï>'-i-aji3-4-aji=:o, 

(5)  a^,a:  +  a^ty  +  a^,z  -t-au=:o. 

Soient  Xi,^i,Z|  ;  Xj,  jï,Zïi  Xj,_j'i,Zï;  x,,^,,z,  les 
coordonnées  des  poinu  d'intersection  des  plans  (a34), 
(34i  o  (4' 2))  ('^3);  on  aura 


«Il      »u 

«U 

c»     In 

^V, 

"«     "» 

'u 

««       «M 

'** 

Donc 
(II) 
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KdTB  SUR  LES  CONIIITIO^iS  pi  EXPRlHETiT  QU'INE  SURFACE 

DU  SËCONR  UEGttÉ  EST  DE  REVOLlTIONî 

Par  m.  GENTY. 


l'cquation  d'une  surface  S  du  second  degré  à  centre, 
rapportée  à  ses  trois  plans  principaux , 

celle    du    sa   polairr   réciproque  S,   par  rapport    »  la 
sphère 

L'équation 


qui  exprime  que  les  plans  polaires  d'un  point  quel- 
couque  [x,^,  z)  par  rapport  à  la  sphère  et  aux  deux 
qnadrîqucs  sont  parallèles  à  une  même  droite,  représente 
les  trois  plans  priucipaux  des  surfaces  S  et  S|  ;  en  efict, 
cette  équation  développée  devient 

^'^  ■■S7(?--ï)(t->)('-?>^o. 

Le  premier  menihie  de  cette  équation  est  évidemment 
UD  covariant,  puisqu'il  exprime  une  propriété  géomé- 
trique des  trois  surlnces  complètement  indépendante  du 
choix  des  axes.  Si  donc 

/(.r,v.:l-o.      F(.r,  v.=)=o 
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sont  les  équation»  dos  quadriqucs  S  v.t  S|  rajiportôes 
maÎDlenant  n  triiis  axes  rvctaiijjulairus  quelconques  pas- 
sant |)ar  leur  centre,  l'équaliou 

A    A    A 

i-epréseiili-ra  les  trois  plans  principaux  de  ces  deux  qua- 
driques. 

Mais  si  la  surface  S  est  de  révolution,  deux  des  trois 
quantités  a,  |B,  y  qui  entrent  dans  l'équation  (i)  sont 
égales  et  le  premier  membre  de  cette  équation  est  iden- 
tîquemeiitnul. 

On  obtiendra  donc  les  conditions  qui  expriment  que 
la  surface  S  est  de  révolution  eu  écrivant  que  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (a)  est  identiquement  nul. 

Soit 

l'équation  développée  de  la  surface  S^  celle  dp  la  sur- 
l'ace  Si  sera 


hBv 


i-C;'- 


7  K  yz  ^ 


-ail  jv  =  A, 


en  posant 

i  =  abc  ■+■  a/ip'A  —  "/'  ~  àf{'  —  ch^, 
A  =  bc  -/',      B  =  crt  -  ii\      Cj=ab-  A'. 
F  —  g-A  -  «/,     G  ^  l,f—  bf{,     II  -=/ff  -  ch, 
et  l'équation  (  a  )  j.>rendra  la  forme 


Kn  identifiant  à   ï 


I  le   premier   membre  de    celte 
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i-quation,  on  obtient  de  suite  les  conJilious  cherchées 


On  reconnaît  sans  peine  que  l'ensemble  de  ces  équa- 
tions ne  représente  que  deux  conditions  réellement  dis- 
tinctes. 

En  remplaçant  F,  G  et  H  par  leurs  valeurs  dans  les 
équations 

F_G  _H 
/  ~  »"  "  A  ' 
on  a 

/rft  — a/'_  hf—hg  _fg  —  ch 
/        -       s        -       A 
ou  bien 

/  S  A' 

c'est  la  forme  habituelle  des  équations  de  condition. 


QUBSTrON  m  UCEKCS  (PABrs,  JUILLET  1880); 

Pau  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 


En  unpoint  M  de  la  chaînette  définie  en  coordonnées 
rectangulaires  par  Véijuation 


(') 


Y-^(ef-i-e  "\, 


on  mène  la  tangente  que  l'on  prolonge  Jusqu'à  sa 
rencontre  T  avec  OX,  puis  on  fait  tourner  lajigure 
autour  de  OX. 

Exprimer  la  différence  des  aires  décrites  par  l'arc 
de  chatnetle  A  M,  A  étant  le  sommet  de  la  courbe  et 
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par  la  tangente  MT  :  i"  en  Jonction  de  l'abscisse  deM 
a"  en  fonction  de  l'abscisse  deT. 

Soient  x^j  les  coordonnées  du  poIntM.  La  Ungente 
MT  engendrera  la  surface  latéraled'un  cône  :  tij  X  MT. 
Calculons  d'abord  MT.  L'équation  (i)  donne 

par  suite,  l'équation  de  la  tangente  au  point  M  est 

En  y  faisant  Y  =  o,  on  aura  l'abscisse  du  point  T 

(3)  \  =  x  —  a^\'^^'l  =  x~~-^'^-y    ^- 


Ona 

donc 

i 

MT- 

=  >■ 

+      1r- 

y'ié^e-i)' 

1 

ié-i 

n 

ié-e-iï 

1              d'où 

i 

MT  = 

^  +  e 

=  y        

_^_ 

3      y* 

par  suite,  la  surface  engendrée  parMT  a  pour  cxpitission 
„irf.  MT=      ,  "'•' 

ÂBH.  dt  Matkém..  3'  série,  I.  XX  (Septi^ibre  i68i).  27 
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(4.8) 
D'autre  part, 

surf.  AM^ait  r_vrf.î, 


dx  = 


surf.  AM=a7r/    ■—dx'=—l     \e"  +  e    ", 

suif.  AM—  ~(-e'"  —  -e~~+isr\ 

^2^ — -ye'—e    "J  +  Tiaar. 
Doue 

„.f.  AM  -  surf.  MT  =:  it«^  —  îl^ f— — AzL__^l  \e«  —  e~  ') 


BfiCANPSSmON  DES  NOMBRES  J"  —  9s"  ET  DU  DOUILB 
DE  CES  NOIBRES  Ei\  DKVX  CUBliS  HATIONIIELS  ; 

Par  m.  C.  HE^RY. 


On  doit  à  M.  Edouard  Lucas  ces  deux  identités  (*) 

l  (6LM  +  L>  — 3M')' 
*''      I       H-(6LM  — L«  +  3M*)»=a*.3'LM(L>  +  3M')'. 

(a>         (h  +  M)'  +  (L-M)'  =  aL(L«  +  3M'), 


C)  Nouvelle»  Annale*  de  Wal/ie'maliquti.  )■  ii-ric  t.  XIX.  p.  91. 
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(  4.9  ) 
d'où  l'on  tire  aisément,   par  des  substitutions  conve- 
nables, ce  théorème  (')  : 

Le  quadruple  et  le  carié  de  ^p*  +  a?"/*  **'  dcconi- 
posahle  en  deux  cubes  rationnels. 

De  l'identité  (a)  ou  peut  déduire  également  cette  autre 
proposition  : 

Théobèhe.  —  Les  nombres  de  la  forme  J^^  — 9o" 
et  leur  double  sont  décomposables  en  deux  cubes  rn- 
tionnels. 

En  effet,  si  dans  l'identité  (a)  ou  remplace 

L    par    y  if- 9^")' 
M     par     3^(/"-^"). 
on  a  facilement 

et,  en  posant 

A-/" -9^". 
il  vient 

J      I  A/* -3^' (/"-y") y  _ 

'         L       ./^(/"-h3a'"J         I    - 
Si,  dans  la  mëtne  îdenlîté  (  a  j,  on  fait 


,       I  L-i-M y      I         1.  -  M 


(')  flfouvfllei  Annales  de Mathèmatîquti,  l' it^rïe,  t.  XIX,  |t.  ^'io. 


D.nt.zedbïGoOglc 


Donc  le»  nombres  de  la  forme/"  —  pg"  et  leur 
double  sont  des  sommes  de  deux  cubes  rationnels. 
Les  nombresy  et  g*  sont  évidemment  supposés  illégaux. 


QUESTION  DE  LICEKCB  (PABIS,  JUILLET  ISS*); 
Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 


Un  corps  solide  se  meut  autour  d'un  point  fixe  : 
trouver  à  chaque  instant  le  lieu  des  points  du  corps 
pour  lesquels  t' accélération  est  perpendiculaire  à  l'axe 
instantané  de  rotation. 

Désignant  par  u,  v,  w  les  projections  de  la  vitesse  du 
point  dont  les  coordonnées  sont  Ç,  ti,  ^,  on  a 

u=(iK  —  rT„ 
^^r\-p^, 

W^pn—ql 

En  différentiant  ces  équations,  en  considérant  Ç.  r,,  *^ 
comme  constantes,  on  aura  les  projections  de  l'accélé- 
ration suivant  les  axesOÇ,  Ot),  O!^  : 

du  _     dq         dr 


dt' 


C    -ï  —  T    —, 


=  E^ 


,*. 


cAi- dp 

~di  ^^''dt'^ 


L'accélération  fait  avec  les  axes  mobiles  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  proportionnels  à  -j- 1  -t.  '  ~77" 
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(4^,  ) 

D'autre  part,  l'axe  mstanUné  de  rotation,  qai  a  pour 
ëqaalions 

p        q       V 

fait  avec  les  mècnes  axes  des  angles  doat  les  cosinus  sont 
proportionnels  à  p,  q,  r.  Ces  deux  directions  devant 
être  rectangulaires,  on  a  l'équation 


ou  encore 

„M-Ï -H  rM^T, +/)'rf  ?  ï  ^  o. 
^     q  r        '      P 

Cette  équation,  qui  représente  un  plan  passant  par 
l'origine,  jointe  à  l'équation  de  la  surface,  détermine  le 
lieu  cherché. 


ICALi!  SPtClALB  ■ILITAIRE  (CONCOIlItS  DE  1881). 


Composition  mathématique  (trois  heures). 

Première  question.  —  On  donne  un  cône  de  ré- 
volulion,  dont  la  génératrice  SA  fait  avec  l'axe  Sz  un 
angle  p,  et  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  a  et  h  : 

i'  Démontrer  que  l'ellipse  peut  toujours  être  obtenue 
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(  <»»  ) 

i-ii  coupant  le  cùtie  par  un  plau  coiivenaLleincnt  déter- 
miné; 

a"  Si  AB  i!st  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  inérî  - 
<ticn  ASB  qui  lui  est  perpendiculaire,  démontrer  la  rela- 
tion SA.SB=^; 

3°  Calculer  en  fonction  des  données  a,  i,  ^,  par  des 
formules  logaritliniiques,  l'angle  SAB,  la  portion  SA  <le 
la  génératrice,  ainsi  que  l'aîre  du  triangle  SAB. 

On  appliquera  ces  formules  aux  nombres  suivants  : 

a  =  ^S», 906 ,     i<  =^  aS",  4346 ,     ?  —  S"  1  a'  8',  48. 
Seconde  question.  —  Résoudre  I  équation 

V'mx  +  a  -t- }/ir -h  b  —  c , 

les  lettres  a,  f>,  c,  m  désignant  des  uombres  donnés  dont 
le  dernier  est  supérieur  ou  au  moins  égal  à  1 . 

Condition  de  réalité  des  racines.  —  Limites  de  c. 

Epure  [deux  heures  et  demie). 

On  donne  un  plan  PaP*  incliné  de  ^o"  sur  le  plan 
liori7.ontal,  et  dont  la  trace  horizontale  fait  avec  la  ligne 
de  terre  un  angle  de  36°.  Un  cercle,  situé  sur  ce  plan, 
dans  le  premier  dièdre,  est  tangent  aux  deux  traces  a.  P 
et  aP",  et  a  pour  diamètre  o",o54.  Ce  cercle  est  la  base 
d'un  cône  droit,  situé  au-dessus  du  plan  PaP',  et  dont 
la  liauteur  égale  o™,  1 08.  On  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  de  ce  cône  \ 

a"  De  trouver  les  points  de  rencontre  de  ce  c6ne  avec 
ta  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée  par  le  miliea  de 
la  hauteur  ; 

3°  De  mener  le  plan  tangent  au  cône  par  le  point  de 
rencontre  situé  à  droite. 
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{  i'-'S  ) 


CORRSSP0NDAIICE. 


Lettre  adressée  à  M.  Brisse. 

Monsieur  et  clit-r  collègue. 

Voici,  au  sujet  delà  question  1357,  posée  par  M.  Bar- 
barÎQ,  dans  ce  Tome,  page  4S,  et  résolue  par  M.  Aiguait, 
page  383,  (quelques  remarques  que  vous  jugerez  peut-ètit; 
dignes  d'intérêt. 

La  propriété  quidéfinit  le  lieu  géométrique  est  projee- 
tive,  et,  puisque  tout  trianglepeut  être  con  sidéré  comme 
la  projection  d'un  triangle  équilatéral,  il  suffît  de  consi- 
dérer le  cas  où  le  triangle  est  équilatéral. 

Prenant  ce  triangle  comme  triangle  de  référence,  on 
trouve  comme  équation  du  lieu 

(1)  xys=k(T  +  y){y  +  :){z  +  j:). 

Cette  équation  permet  de  recouuaitresans  peine  toutes 
les  propriétés  indiquées  par  M.  Aîgnaii.  J'ajouterai  la 
suivante:  pour  A  =  —  1,  la  cubique  se  décompose  en  une 
droite  à  l'infini  et  une  cireonference  circonscrite  au 
triangle  de  référence. 

Il  en  résulte  ces  deux  théorèmes  de  Géométrie,  dont 
la  démonstration  directe  est  sans  difficulté  : 

Théouême.  —  On  joint  les  sommets  d'un  triangle 
équilatéral  à  un  point  O  de  son  plan  par  des  lignes 
droites  qui  déterminent  sur  les  côtes  du  triangle  six 
segments  :  le  lieu  du  point  O  pour  lequel  le  produit  de 
trois  segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des 
côtés  du  triangle  est  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle. 
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(  M  ) 

;.  —  Par  tes  sonimels  d'un  trianglt!  tjuel- 
contfue,  on  mène  trois  paralHiles  qui  interceptent  sur 
tes  cikés  du  triangle  six  segments  :  te  produit  de  trois 
segments  non  consécutifs  est  toujours  égal  au  produit 
des  côtés,  du  triangle. 

Les  cubiques  (  i  )  sont  des  courbes  à  trois  axes  de  sy- 
métrie. L'équation  générale  des  cubiques  à  trois  axes  de 
syaiétric  est,  en  prenaat  un  triangle  de  référence  dont 
les  côtés  soient  perpendiculaires  aux  axes  de  symé- 
trie, 

\      ■+-  H ( j;  +  V -(-  3)(^v  +  /-  +  ZJ-)  -\-pxys  =  o. 

On  peut  toujours  disposer  du  triangle  du  référence  de 
iiiauière  à  faire  dîsparaiire  un  des  termes  de  cette  équa- 
tiuit.  Si  l'on  fait  disparaître  le  premier,  on  retombe 
sur  l'équatiou  (i).  Donc  tes  cubiques  (i)  comprennent 
toutt^s  les  cubiques  à  trois  axes  de  symétrie.  Si  l'on  fait 
disparaître  le  second  terme,  l'i^uation  (  a  )  devient 

(3)  xv;^  A-(j-+.V-)-3)». 

Doue  : 

Théorème.  —  Les  cubie/ues  à  trois  axes  de  symétrie 
sont  tettes  que  le  produit  des  distances  d'un  Je  leurs 
points  aux  trois  côtés  d'un  triangle  équilatéi-al  est 
constant. 

Remarquons, en  terminant,  que  réquatIon(3}  ne  con- 
tient pas  de  cubique  décomposable  :  elle  ne  se  déduit  de 
l'équation  (a)  que  si  p  n'est  pas  nul,  et  de  l'équation  (i) 
que  si  A'  n'est  pas  égal  à  —  i . 

Lucie»  Lévy, 
ProfcKM:iir  an  lyriïc  Louis-Ie-Grand. 
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SOLUTIONS  DK  QIESTIONS 
PROPOSfiSS  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1335 

(TDir  Viirl*.  i,XVtll,i>.  (ij); 

Par  m.  Mabckllo  ROCCHETTI. 

Démontrer  : 

i"  Que  les  solutions  entières  et  positives  de  l'équa- 
tion 34x*-t-i  =^"i  dont  les  deux  premières  sont  x  =  o 
ety=ii\  x=i  et  j  ^5,  se  déduisent  chacune  des  deux 
précédentes  en  retranchant  l' avant-dernière  valeur  dex 
ou  de  y  de  dix  fois  la  dernière  pour  obtenir  ta  sui- 
vante; 

a"  Que  les  solutions  entières  et  positives  de  l'équa- 
tion ax*-f-  1  ^3^',  dont  les  deux  premières  sont  x=  i 
ety^\\  x=  Il  et  y =Q,  s' obtiennent  comme  celles  de 
l'équation  précédente  { i")  ; 

3°  Que  toute  valeur  du  nombre  X^3x'-l-a  (a") 
ayant  la  double  propriété  d 'être  égale  à  la  somme  dei 
carrés  de  trois  entiers  consécutifs  et  à  celle  des  carrés 
de  deux  entiers  consécutifs  est  de  la  forme  36o  n-t-5. 

{LlOBMET.) 

i»Si(a.,^,),  (a,,?,).---.  (*«.?«)  sont  les  n  pre- 
mières »olutioQS  de  l'cquation  a4x'  +■■  «  =J'*,  déduites 
chacane  des  deux  précédentes  du  la  manière  indiquée,  la 
loi  énoncée  sera  vraie,  en  généi-al,  si  l'on  démontre  que 


tzedbïGoOglc 


(  Ul<  ) 
Substituons  les  valeurs  (a)  daus  réquation  (i);  <:elk--ci 
est  Tériliée  si 

a4a,«„_.,  =  p,?„..,  — 5, 

relation  qui  devient 

Mais  cette  deiiiière  é(]uation  est  satisfaite  en  faisant 

a,=;0,      ^t  —  l,      3i  =  i,      ?,=  5; 
doue,  etc. 

a"  On  doit  démontrer  semblablement  que 

relation  qui  devient 

Mais  cette  équation  est  satislaîte  en  faisant 

.,  =  1.     .,  =  .,,     ?,  =  ,,     J,  =  a; 
donc,  etc. 

Jtemarque.  —  Pour  les  valeurs  de 

^  =  1,  11,  109,  1079,   ..., 

X*  est  delà  forme  iQOK+i,et,par  conséquent,  3x*  +  ï 
est  de  la  forme  36o«  -+-  5. 
3°  L'équation 

3*  +  a. 

i±v'6.r*-H3 


On  aura  pour  s  des  valeurs  entières  et  positives  quanJ 
-<-  ^60.'^  +  3  sera  un  nombre  entier  nécessairement  di- 
visible par  3.  Donc  toute  valeur  de  x  entière  et  positive 
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(  <»-  ) 

qui  vériiic  la  relafîon  3x*  +  i  =  3^*,  où^  est  un  nombre 
entiur,  donne  uae'valeur  de  s  entière  et  positive. 

Mais  les  soluUons  indiquées  ont  été  déterminées  (  3°  )  ; 
elles  sont 

Pour  j: 1,   II,    109,   1079,    . . ., 

Pour,;' I,     9,     89,     881,    ...; 

donc  nous  avons 

Pour  s  =:  ^-^  ~  ' I,   i3,   i33,  i3ai,   .... 

Exemple  : 

Pour  a;:z;i N  =:o +  i'-t-2'r3  1' +  3', 

Pour  a::=  II N  ^10'  -(- 1 1' +  ia'  =  i3' +  i4*. 

Pour  a;  =  109 N  =  io8'  +  i09'  +  iio'  =  i33'  +  i34', 


ffoCe.  —  ta  mime  question  »  été  résolue  par  MM.  F.  Pisani;  J. 
Lissen{oii;  lUoret-Blaoc î  \.  Leinekugel. 


Pa»  m.  K.  GOFFART. 

Démontrer  que  toute  droite  passant  par  le  sommet 
commun  aux  trois  coniques  représentées  par  les  équa- 
tions 

y* — ipx  =.0, 
a/>j^'  +  a(7'— 2/»x)  =  o, 
a/)a7'  — a(j'— a/»:i:)  — o 

les  coupe  en  trois  autres  points  qui  forment  avec  le  som- 
met une  proportion  harmonique,  quelle  que  soit  la  -va- 
leurdeac.  {Kd.  (juillet.) 
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Soit  uoe  droite  quelconque  jr  =  tnx^  passant  au 
sommet.  Elle  coupe  respectivement  les  trois  coniques 
aux  points  (xi,y,)^  (x»,^s),  (j;»>.r»))  et  l'on  a,  par 
conséquent, 


relation  indépendante  de  a.  et  qui  démontre  la  pro- 
position. 

JVote.  —  La  même  quesiion  a  litc  résulue  par  MM.  H.  Lei;  Horet- 
Blaoc;  F.  Pisani;  J.  Boudénes  el  J.  Perret,  élèves  du  \ycie  de  Gre- 
noble; A.  Droz,  au  Gymnase  cantonal  de  Poirenlruy  (Berpe); 
K.  Pecquery,  élive  du  lycée  du  Havre  ;  H.  Herzog,  du  lycée  de  itoucn. 


Question  1347 


pAm  M.  N.   GOFFART. 


Six  points  tfuelconques  ^tant  donnés  sur  un  plan^  le 
lieu  gêom&triçue  des  points  tels  qu'en  les  joignant  aux 
six  points  donnés  on  obtienne  un  faisceau  en  involu- 
tion  se  compose  de  quinze  cubiques  du  troisième  ordrft 
qui  passent  toutes  par  les  six  points  donnés.  (  Dewulf.) 

Soient 

A  et  A',     B  et  B',     C  et  C 

les  points  donnés,  et  leurs  coordonnées  respectires 

x,,y,  et  x\,y,,     Xi,yf  et  x\,y^,     a^i.^iCt  a;',, y,. 
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(4=9) 
Soit  M  {^fj^)  le  point  mobile;  prenons  pour  axe  des 
X  une  droite  OX  quelconque,  coupant  les  droites  MA, 
MA',  MB,  . . . ,  aux  points 

a  et  a',     b  el  b',     c  elc', 

dont  les  distances  respectives  à  l'origine  sont 

net»',     pet?',     -ret-r'- 

Nous  exprimerons  que  le  faisceau  est  en  involutîou  en 
Arrivant  l'équation  symétrique 


(--p')(?--r'){T--')  +  (-'-?)(P'-7)(T'-«)  =  o- 

Exprimons  en  fonction  des  coordonnées  toutes  ces 
différences.  Kemarquonsquela  droite  MAa, par  exemple, 
a  pour  équation 

■r  —  j) X,  —  a 

y  —  yt  "     7i 
d'où 


a    -^'^ 

-^y. 

y 

-y. 

anajogie,  (m  a 

,    "•y-^y, 
y-y> 

y- y, 

._t,y-iy, 
y-y. 

'      ï-y. 

,      i!Z^l^, 

y-y. 


Formons  maintenant  les  différences  qui  composent  le 
produit;  noua  aurons,  par  exemple, 

,  _  «'=  r[(-r,.v-^v,)  -(■r;v-^y.)4-(y,v,-x,r;)] 
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(  i.l"  ) 


On  formerait  de  même  les  autres  difTéreDces,  et  l'on 
aurait,  après  substitution  et  réduction, 


L'équation  de  cette  courbe  est,  comme  on  le  voit,  du 
troisième  degré,  et  l'oo  remarque  que,  si  l'on  substitue  à 
X  etjr  les  coordonnées  de  l'un  des  points  donnés,  x,,j, 
par  exemple,  un  déterminant  facteur  s'aunule  dans 
chaque  produit,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  courbe  pa»se 
par  les  six  points  donnés. 

L'ordre  des  lettres  a,  a',  6,  ...  étant  posé  comme  tout 
à  l'heure,  on  peut  admettre  que  les  droites  MA,  MA', . . . 
soient  prises  dans  un  ordre  différent  pour  produire  la 
suite  a,  a',  i,  ....  Dès  lors,  on  produira  autant  de  courbes 
analogues  à  la  précédente  qu'on  pourra  former  de  fais- 
ceaux, têts  que  M(ABCC'},  produisant  l'involuUon 
(ao'ii' et/), c'est-à-dire  autant  de  courbes  que  de  combl- 

=  i5. 


....                                      .   6.5.4.3 
naisous  de  six  objets  quatre  a  quatre,  soit ^-y  = 

ffote.  —  La  même  questtoo  a  été  résolue  par  MM.   F.   Damout, 
rharcé  de  murs  au  lyrëe  de  Toumon,  el  Horet-Blaor.. 
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Question  1349 

|.ok  .■•trto,..XIÏ.p,,«>l; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

Trouver  un  nombre  positif  q^ant  la  doublet  propriété 
d'être  égal  au  produit  de  trois  entiers  consécutifs  et  à 
celui  de  deux  entiers  consécutifs.  (Lionket.) 

n  faut  résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs  l'équa- 
tion indéterminée 

(r(>'  +  ')(v  +  a)=.r{:r  +  .), 
(0  ou 

En  multipliant  les  deux  membres  par  4i  et  ajoutant  i, 
on  a 

(a)  ^y»+,2y^+8y-hi  —(ax -+-!)*. 

La  question  se  réduit  donc  »  trouvitr  un  nombre 
entier  _^,  tel  que  4^'-+- ia_j'*-l- Sy-t- i  soit  un  carré 
parfait.  Posons 

(3)  4j''-t-i37'-*-^^  +  '  =(''*^  — ')*. 

d'où 

4^*+ (13  —  m»)/ 4- (3»H- 8)  —  o; 


n  faut  que  m* —  34"!* — Sam-h  i6  soit  le  carré  d'un 
multiple  de  4 i  on  peut  donc  poser  m^  un,  et,  en  divi- 
sant par  i6  l'expression  qui  doit  être  un  carré,  on  a 


i^ui  doit  £trc  un  cairé. 

On  voit  immédiatement  que  cette  condition  est  satis- 
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faite  par  n=:3,   d'où  < 
donne  les  deux  solnlions  j=  i   et  _^  =  5,  < 


i.a.3—  a. 3    = 


Les  nombres  ti  et  aïo  jouissent  donc  de  la  propriété 

énoncée  ('). 


(■)  JVoU  du  KidacUar.  —  D'après  les  équalioDs  (s)  et  (3)  on  a 


donc,  si  m  est  efTectivemcnt  ud  nombre  pair  m,  x  -4-1  =  ny,  c'est-A- 
dire  que  x-^i  est  multiple  ùcy.  En  admettant  a  priori  cette  hypo- 
thèse, an  calcul  très  simple  fait  connaître  tes  solutions  de  la  qoestion 
proposée. 
En  remplaçant  a:  +  i  par  ny,  Tèquation  (1)  devient 

Le  nombre  entier  n  ne  peut  être  moindre  que  3,  car,  poar  n  —  1  et 
R  =  3,  les  racines  de  l'équation  précédente  sont  imaginaires. 

Le  sombre  n  ne  peut  surpasser  3.  En  effet,  si  l'on  remplace  succès- 
sivemenl  y  par  n'—  3  et  n'—  4,  le  premier  membre  de  l'èquatinn 

_y._(n._3)r-f-n  +  i  =  o 
prend  les  valeurs 

n  +  ï  et  _n'-t-n  +  6=(3-n)(fH-a); 
la  première  est  évidemment  positive,  et  l'autre  est  négative  quand  n 
surpasse  3.  Dans  ce  cas,  l'équation  a  une  racine  comprise  entre  les 
deux  entiers  consécutifs  n  — 4,  "  —  3;  l'autre  racine  est  comprise 
entre  □  et  i,  conme  il  est  facile  de  le  voir,  en  ayant  égard  i  ce  que  la 
somme  des  deux  racines  cal  n*—  3.  Par  conséquent,  aucune  des  deui 
ftcines  n'est  égale  A  un  nombre  entier. 
Il  faut  donc  que  n  =  3;  il  cq  résulte 

y^—dy  +  ^  —  a.    y  —  i     et   .V  =  S . 
d'où 
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SI)R  UN  TnÈORÈNE  DB  PAPPliS; 

Par  m.  h.  RESAL. 


L'énoncé  <Ic  ce  théorème,  tjul  esl  peu  ou  point  connu, 
a  été  traduit  de  la  manière  suivante  : 

Si  du  sommet  d'un  hémisphère  on  décrit  une  spirale 
par  un  point  partant  de  ce  sommet  et  marchant  uni- 
formément sur  le  quart  de  cercle  t/n'il  parcourra  pen- 
dant que  le  quart  de  cercle  Jera  une  révolution  entière 
autour  de  l'hémisphère,  la  portion  de  la  surface  sphe- 
rique  comprise  entre  cette  spirale  et  la  base  sera  égale 
au  carré  du  diamètre. 

Soient 
R  le  rayon  de  l'hémisphèi-e; 
S  son  sommet; 
O  son  centre; 
m  une  position  quelconque  du  inobiJe; 


m'  une  position  qui  en  est  infiniment  voisine; 

I  la  projection  de  m  sur  OS; 

U'anglemOS; 

9  l'angle  dont  le  quart  de  cercle  a  tourné. 

Jan.  dtlUaliéiHat.,  l'iérie.l.  XX.  (Octobre  iKSi.) 
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Comme  on  a  m  =  ït:  pour  fj  =  -.  oij  voit  que 

■t 
On  roconiiait  faciicmeiilque 

SI  =  R(i— cos|]. 

aireSmm'— 2t:R.SIx^=IÎ*(i— cosl^rftp. 

En  intégrant  cetto  expression  entre  les  limitcsoet  aii, 
on  trouve  pour  l'aire  comprise  entre  )e  sommet  S  et  la 
spirale 

R'(21t-4)- 

Par  conséquent,  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  la 
base  est  411^1  ce  qui  est  conforme  à  l'énoncé. 


SUR  \m  CLASSE  D8  SURFACES  BU  «UATRIEHB  ORDRE  ; 

Pab  m.  V.  JAMET, 
Professeur  au  lycie  de  Nice  ('). 


VII.  Voyons  maintenant  cornaient  se  transforment, 
dans  un  cône  du  second  ordre,  les  lignes  et  les  plans 
qui  jouent  un  certain  rôle  dans  l'étude  de  cette  surface, 
par  exemple  les  focales  et  les  plans  cycliques. 

Toute  droite  passant  par  le  sommet  du  cône  trans- 
formé se  transforme  en  une  circonlérence  passant  par 
les  deux  points  singuliers  de  la  girocyclide.  En  parti- 
culier, comme  les  focales  du  cône  fout  avec  cbacunc  de 
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sL-s  génératrices  (k'.s  angles  dont  la  somim^  ost  cuiisiantc, 
ulles  se  transforment  en  deux  circonférences,  faisant 
avec  cliacune  des  circonférences  génératrices  de  la  gîro- 
cyclide  deux  angles  dont  la  somme  est  constante  :  ce  qui 
i-evient  à  dire  que  chacune  des  génératrices  du  cône 
tangent  fait  avec  les  tangejités  à  ces  deux  circonférence  i 
deux  angles  dont  la  somme  est  constante.  Ainsi,  aux  gé- 
nératrices du  cône  transformé  correspondent  deux  cir- 
conférences passant  par  les  points  singuliers  de  la  sur- 
face, et  dont  les  tangentes  en  ces  points  sont  les  focales 
des  cônes  tangents.  Nous  lés  appellerons  les  civconjé- 
ri^nces  focales  de  la  girocyclide. 

Les  plans  cycliques  du  cône  transformé,  c'est-à-dire 
les  plans  menés  par  le  sommet  de  ce  cône  parallèlement 
aux  plans  de  ses  sections  circulaires,  se  transforment  en 
des  sphères  passant  par  les  de upi;, points  singuliers  de  la 
surface.  Le. centre  d'une  de  ces  sphères  se  trouve  sur  la 
perpendiculaire  abaissée  de  l'un  des  points  singuliers 
sur  le  plan  cyclique  correspondant  du  cône  transformé. 
Nous  en  conclurons  que  les  plans  tangents  à  ces  sphères 
aux  points  singuliers  sont  les  plans  cycliques  des  concs 
tangents.  Nous  appellerons  ces  sphères  les  sphères  cy- 
cliques d^hisurfacd . 

^VllI.  Chastes,  dans  un  important  Mémoire  sur  les 
cônes  du  second  ordre,  a  démontré  les  deux  théorèmes 
suivants,  corrélatifs  l'un  de  l'autre  : 

I*  Tout  plan  passant  par  le  sommet  d'un  cône  du 
second  ordre  coupe  le  cône  et  les  deux  plans  cjcliefims 
suivant  quatre  droites,  telles  que  les  deux  premières 
sont  également  inclinées  sur  les  deux  autres. 

2°  Si  l'on  mène  deux  plans  tangents  à  un  cône  du 
second  ordre,  et  t/ue  par  leur  intersection  et  les  deux 
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focales  on  Jasse  passer  deux  plans,  ces  deux  plans  sont, 
également  inclinés  sur  les  deux  plans  tangents. 

Nous  en  déduirons  les  deux  ibéorèmes  suivants  : 
1°  Toute  sphère  passant  par  les  deux  points  sin- 
guliers d'une  girocjclide  du  quatrième  ordre  coupe 
cette  girocyclide  et  les  deux  sphères  cj  cliques  suivant 
quatre  circonférences,  telles  que  les  deux  premières 
font  des  angles  égaux  avec  les  deux  autres. 

a"  Si,  dans  une  girocyclide  du  quatrième  ordre,  on 
considère  deux  sphères  enveloppées,  et  que  par  leur 
intersection  et  les  deux  circonférences  focales  on  fasse 
passer  des  sphères,  ces  deux  sphères  coupent  les  deux 
sphères  enveloppées  sous  des  angles  égaux. 

IX.  Propose  us -nous  de  clierchor  ce  qui  caractérise 
les  girocyclides  qui  corrn  s  ^tondent  à  des  cônes  de  révo- 
lution. Comme  tous  les  cônes  transformés  d'une  girocy- 
clide sont  égaux  au  cône  tangent  en  un  des  points  sin- 
guliers, et  que  d'ailleurs  les  cônes  tangents  aux  deux 
points  singuliers  sont  symétriques  par  rapport  à  un 
plan,  il  s'ensuit  que,  pour  que  la  girocyclide  corresponde 
à  un  cône  de  révolution,  il  faut  et  il  suHit  que  le  cône 
tangent  en  un  des  points  singuliers  soit  de  révolution. 
S'il  s'agit,  par  exemple,  de  la  girocyclide  représentée 
par  l'équation 

[a!*  +  _y'  +  (=  — c)* 

■^2ax  +  iby  -h  2c{z  —  c)]'  —  ^\x*~h^By*, 
on  sait  que  le  cône  tangent  au  point  (o,  o,  c)  a  pour 
équation 

[ax  +  by  -t- c{:  —  c)]'=^Aa;'4-  Bj-', 
ou,  en  ordonnant, 

(a*'— A)a;»+(6*— B).>-*+c'(5  — c)* 

■+-  ibcr{:  —  c)  -(-  a(7c.r{;  —  c) -h  aai.ri'  =  o. 
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Si  l'on  sti{>posc  que  a  et  b  soient  diltërenU  rie  o, 
<:'est-à-dire  que  la  ligne  qui  joint  les  deux  points  sin- 
guliers ne  soii  pas  dans  l'un  des  plans  menés  par  les  axes 
de  la  conique,  lieu  des  centi'cs  des  sphères  enveloppées, 
perpendiculaîremcnl  au  plan  de  cette  conique,  ou  trouve 
que,  pour  que  le  cùne  tangent  soit  de  révolution,  il  faut 
que  l'on  ait 

A-nio    et    B~o. 

Mais,  dans  ce  cas,  la  girocyclide  se  réduit  à  une 
sphère. 

Si,  au  contraire,  on  suppose  a  =  o,  les  coeflicients  de 
deux  des  rectangles,  dans  l'équation  du  cane,  sont  nuls, 
et  la  condition  pour  qu'il  soit  de  révolution  est 

(r=-l-  A)(ft=—  B  H-  A)  —  b^c^, 
ou  bien 

A  /,^  H-  (  A  —  B  )  (?'  -H-  A  (  A  —  B  )  =  o, 
ou  encore 


-î-  T  +  '  =  o- 


Ainsi,  les  points  singuliers  doivent  être  sur  l'une  des 
coniques,  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  qui 
ont  pour  base  le  lieu  des  centres  des  sphères  enve- 
loppées :  on  obtient  ainsi  les  surfaces  que  M.  Antigues 
appelle  des  âigiroc^clides. 

Dans  le  Mémoire  que  j'ai  cité  plus  haut,  Chasies 
'a  encore  démontré  les  deux  théorèmes  corrélatifs  sui- 
vants : 

1°  Deux  plans  tangent/:  à  un  cône  coupent  les  deuj: 
plam  cjclit/ues  menés  par  un  même  axe  de  symétrie 
suivant  quatre  droites  qui  sont  situées  sur  un  même 
cène  de  révolution. 

i'  /.es  t/uatre  plans  menés  par  les  deux  focales  d'un 
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ciiiie  (lu  second  ordre  et  deux  génératrice  de  ce  cône 
sont  tangents  à  un  même  cône  de  révolution. 

il  en  résulte;  les  deux  propositions  suivantes  : 

i"  Deux  des  sphères  enveloppées  d'une  girocyclida 
du  ifualrièine  ordre  coupent  les  deux  splièrcs  cycliques 
suivant  quatre  circonférences  qui  sont  des  lignes  dn 
courbure  d'une  même  digirocjclide. 

2°  Les  quatre  sphères  menées  par  les  deux  circon- 
férences Jocales  d'une  girocj'clide  du  quatrième  ordrtt 
et  deux  de  ses  lignes  de  courbure  circulaires  sont  in- 
scrites dans  une  même  digirocjclide. 

X.  Si  l'on  considère  le  cercle  transformé  d'une  droite 
(quelconque  de  l'espace,  et  qu'on  joigne  le  centre  de  trans- 
formation à  quatre  points  A,  B,  C,  D  pris  sur  cette 
droite,  les  quatre  rayons  vecteurs  déterminent  sur  la 
circonférence  quatre  points  dont  le  rapport  anharmo- 
nique  fsl  égal  au  rapport  (ABCU),  Cela. permet  de  dé- 
duire des  propriétés  des  pôles  et  des  plans  polaires  dans 
les  cônes  du  second  ordre  les  propositions  suivantes  : 

i"  Si  par  un  point  P  de  l'espace  et  par  un  des  points 
singuliers  d'une  girocyclide  du  quatrième  ordre  on  fait 
passer  une  circonférence  quelconque,  elle  coupe  la  giro- 
cyclide en  deux  points,  tels  que  le  conjugué  harmonique 
du  point  P  par  rapport  à  ces  deux  points  se  meut  sur 
nue  splière  qui  passe  par  les  deux  points  singuliers. 

Nous  appellerons  celte  sphère  la  sphère  polaire  du 
point  P, 

3°  Si  un  point  se  meut  sur  une  circonférence  passant 
par  les  deux  points  singuliers,  sa  splière  polaire  est  fixe. 
Nous  l'appellerons  la  sphère  conjuguée  de  la  circonfé- 
rence. 

3"  Si  l'on  considère  une  circonféreuee  passant  parles 
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<Ieux  points  singuliers,  il  u\isle,sur  lasphèic  conjuguée, 
une  infinité  de  systèmes  Je  deux  circonfércuces  qui 
passeut  aussi  par  les  deux  points  singuliers  et  i'ormciit 
avec  la  pi-cmière  un  système  do  trois  circonférences  con- 
juguées, c'est-à-dir«  telli's  que  la  sphère  qui  ]>asse  par 
deux  quelconques  d'eutre  elles  est  la  spiière  conjuguée 
de  la  troisième. 

4°  Dans  toute  gîrocyclîde  du  quatrième  ordre,  il  existe 
trois  circonférences  conjuguées  rectangulaires.  Nous  les 
appellerons  les  circonférences  principales.  Les  splières 
passant  par  deux  quelconques  d'entre  elles  seront  les 
sphères  principales.  Une  spliérc  principale  contient  deux 
circonférences  focales;  toute  sphère  cyclîqne  passe  par 
une  circonférence  principale. 

XI.  Noua  appellerons  g■^Voc^c/l(feJ  Aomq/oca/e.î  deux 
girocyclides  ayant  même  système  de  circonférences  fo- 
cales. Elles  ont  en  même  temps  un  même  système  tli! 
circonférences  principales,  et  chacune  de  celles-ci  fait 
des  angles  égaux  avec  deux  des  circonférences  focales. 

Des  propriétés  des  cônes  homofocaux  nous  déduirons 
les  propriétés  suivantes  : 

Par  un  point  de  l'espace  on  peut  faire  passer  deux 
girocyclides  du  quairième  ordre,  ayaut  pour  focales 
deux  circonférences  données  sur  une  même  sphère;  ces 
girocyclides  se  coupent  à  angle  droit. 

Si  l'on  imagine  une  circonférence  C  passant  par  le 
point  donné  et  par  les  deux  points  communs  aux  deux 
focales,  ces  deux  girocyclides  couperont  à  angle  droit  les 
deux  sphères  qui  passent  elles-mêmes  par  les  points 
communs  aux  doux  focales  et  font  des  angles  égaux  avec 
les  deux  sphères  menées  par  chacune  des  deux  focales 
et  la  circonférence  C. 

11  faut  eucore  remanjuer  que  tous  les  cônes  qui  tou- 
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clicDt  une  série  de  gîi'ucyclides  lioinofucales  eu  uu  de 
leurs  points  singuliers  communs  soûl  eux-mêmes  lio- 
mofocaux. 

XII.  Dans  toute  gîrocyclide  du  quatrième  ordre,  le» 
lignes  de  courbarc  de  la  seconde  série  ont  pour  trans- 
formées des  coniques  spliériques.  Comme,  dans  l'étude 
de  ces  courbes,  les  grands  cercles  des  sphères  sur  les- 
quelles elles  sont  tracées  jouent  un  rôle  important,  jt; 
vais  chercher  à  caractériser  les  courbes  transformées  du 
ces  grands  eercles. 

Si,  comme  nous  l'avous  fait  précédemmuiU,  nous 
prenons  pour  axe  des  z  la  ligne  qui  joint  lus  deux  points 
singuliers  de  la  girocyclide  et  pour  origine  le  milieu  du 
leur  distance,  l'équation  qui  représentera  l'une  quel- 
conque des  sphères  sur  lesquelles  se  trouvent  les  lignes 
de  courbure  de  seconde  espèce  sera,  d'après  un  théo- 
rème démontré  par  M.  Amigues, 

(7)  a:' +  7' +  5' — aXa  -1-c^— o, 

c  désignant,  comme  précédemment,  la  demî-dîstance  des 
deux  pointa  singuliers. 

La  sphère  correspondant  au  plan  d'un  des  grands 
eercles  de  la  sphère  transformée  aura  pour  équation 

(8)  x*  + j'-h  i'—  'iAo.-  —  ily  —  c'--:o. 

Le  plan  radical  de  ces  deux  sphères  a  pour  équation 

Aj-h  Av  — X-  +  c'=  o. 

Ce  plan  passe  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

.r  =  o,  r  =:o,3  =  y;  pour  une  valeur  donnée  de  A,  eu 

point  est  lixe  et  réel  :  c'est  le  conjugué  harmonique  dti 
centre  de  la  sphère  (7)  par  rapport  aux  jioints  singuliers 
de  la  gii-ocyrlide.  Ainsi,  les  plans  des  circonférences  qui 
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corres pondu Dt  aux  grands  cercles  d'une  sphèi-e  ayant 
pour  centre  le  sommet  du  càue  transibrmé  passent  pac 
un  point  ûxe. 

Ce  point  jouit  d'une  propriété  remarquable  :  c'est  le 
sommet  d'un  cône  du  second  ordre  ayaut  pour  direc- 
trice la  ligne  de  courbure  déterminée  parla  sphère  (7). 
En  effet,  soit  l'éfjualion  de  la  giiocyclidc 

(9)  (•r'+ J-'  +  ;'  +  a  n  J^  +  a  bv  —  6-»)'=  4 A  j-'  -+-  ^By-  ; 
si,  dans  celte  équation,  on  remplace  x-H-_j'-t-z'  par 
sa  valeur  tirée  de  l'équation  (7),  il  vient 

(10)  {ax  -^  by  +  Xs  —  c')*^;  A^'  +  Bj', 

de  sorte  que  par  l'intersection  des  surfaces  (7)  et  (g)  ou 
peut  faire  passer  le  cône  reprt-senté  par  l'équation  {10)  ; 
sou  sommet  est  bien  au  point  précédemment  délini,  et  sa 
base  est  l'intersection  du  cône  tangent  en  un  quelconque 
des  points  singuliers  avec  le  plan  des  xr-  Eu  outre^  si 
l'on  considère  le  cône  tangent  au  point  (o,  o,  e),  par 
exemple,  ou  voit  facilement  que  la  seconde  courbe 
plane  suivant  laquelle  ce  cône  coupe  le  cône  représenté 
par  l'équation  (10}  est  située  dans  le  plan  représenté 
par  l'équation 

adj;  +  aftv  +  (c-i-À)=  — ac'— o. 

Ce  plan  passe  par  une  droite  dxc  située  dans  le  plan 
des  xy  et  dont  l'équation  est 

c'est  la  corde  des  contacts  des  droites  menées  par  l'ori- 
gine, parallèlement  aux  asymptotes  de  la  conique  lieu 
des  centres  des  sphères  enveloppées,  avec  la  conique 

{ax  +  by  —  c')-^^  \a;' -h  Hy-, 

(|iii  est  la  basccomnmne  au  cône  tangent  et  au  cône(ioi. 
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En  résume  :  Les  plans  des  cercles  transformûs  des 
grands  cercles  des  sphèpes  concentriques  au  cône  trans- 
formé passent  par  un  point  qut  est  le  même  pour  une 
même  sphère.  Nous  appellerons  ces  cercles  les  cycles  de 
la  sphère  (7). 

a"  Toute  ligne  de  courbure  de  la  seconde  espèce  est 
sur  un  cône  du  second  ordre  dont  le  sommet  est  It: 
point  commua  aux  plans  des  cycles  correspondants. 

XIII.  Les  circonférences  focales  de  la  gïrocjclide 
coupent  la  sphère  {7}  en  deux  points  que  nous  nouiine- 
roiis  \ef^ foyers  de  la  ligne  de  courbure  correspondante. 

Des  propriétés  angulaires  des  coniques  spiiériques, 
on  déduit  les  propriétés  suivantes  : 

Si  par  un  point  P,  pris  sur  la  sphère  {7),  on  mène  deux 
arcs  de  cycle  tangents  à  la  ligne  de  courbure  correspon- 
dante, et  qu'on  joigne  ce  point  aux  foyers  par  des  arcs 
de  cycle,  ces  deux  dei-nicrs  arcs  sont  également  inclinés 
sur  les  deux  premiers. 

En  particulier,  les  deux  arcs  de  cycle  vecteurs  d'un 
point  de  la  ligne  de  courbure  sont  également  inclinés 
sur  1  arc  de  cycle  tangent  en  ce  point. 

Si  l'on  joint  l'un  des  foyers  aux  points  de  contact  par 
des  arcs  de  cycle,  ces  deux  arcs  sont  également  inclinés 
sur  celui  qui  joint  ce  foyer  au  point  P. 

Si  l'on  imagine  deux  cycles  tangents  (Ixes  et  un  arc  de 
cycle  tangent  mobile,  et  qu'on  joigne  les  points  d'inter- 
section de  cet  arc  avec  les  deux  arcs  IJxes  à  l'un  des 
loyers  par  des  arcs  de  cycle,  ceux-ci  forment  entre  eux 
un  angle  constant. 

La  sphère  conjuguée  d'une  des  circonférences  focales 
coupe  la  sphère  {7)  suivant  nn  cycle  que  nous  appel- 
lerons lo  cj'cle  directeur  de  ta  conique,  et  qui  jouit  des 
propriétés  suivantes  : 
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Si  d'un  point  P,  pris  sur  le  cycle  directeur  d'une  ligne 
de  courbure  de  seconde  espèce,  on  lui  mène  des  cycles 
ungenls,  le  cycle  qui  joint  les  points  de  contact  passe 
par  les  foyers  et  est  pei-|>endiculaire  à  celui  qui  joint  ce 
foyer  au  point  P. 

XIV.  EnGu,  ce  qui  précède  permet  d'écrire,  dans  le 
cas  où  la  surface  qu'on  étudie  est  une  dîgirocycUde,  l'é- 
quation qui  représente  les  plans  des  deux  lignes  de  cour- 
bure circulaires  suivant  lesquelles  la  spbèrc  (7)  coupe 
la  surface. 

En  eSttl,  dansée  cas,  l'équation  (10)  s'écrit 

(Oy-i-\z  —  c')'-\x'-i-By*. 

Par  l'intersection  de  celte  surface  avec  la  sphère  (7), 
on  peut  faire  passer  la  surface  représentée  par  l'équation 
suivante  : 

i(by  +  l=-c^y- 
*    '     \      _(.(A-B)j*-)-A-'-2AXj-i-Ac'  — o, 

et  l'on  reconnaît  aisément  :  1°  que  le  discriminant  de 
cette  équation  devient  nul  quand  on  tient  compte  de  la 
relation 

i»cî:^(c*-4-A)(ft'— B  +  A); 

a"  que,  dans  ue  cas,  les  deux  plans  représentés  par 
l'équation  (11)  coupent  le  plan  des  xy  suivant  une 
uiëme  droite,  dont  la  position  ne  dépend  pas  do  X. 
Comme  la  sphère  (y)  coupe  le  plan  des  xy  suivant 
le  cercle  fixe  (réel  ou  imaginaire)  x^-H  j'^H- c^^  o, 
on  en  conclut  que  les  lignes  de  courbure  de  la  seconde 
série  sont  circulaires  et  passent  par  deux  points  fixes. 
Cela  concorde  avec  les  résiilt.its  trouvés  par  M.  Amigues. 
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SUR  LE  KOMBRE  DKS   POINTS  MULTIPLES  BINE  COURBE 
ALGÉBRIQUE  ET  LES  COURBES  UMCURSALES; 

Par  m.  E.  PELLET. 


1 .  Soient  m  le  degré  d'une  courhc  algtfbrùjue  (A },  non 
dcconiposable  en  courbos  dedegré  inférieur,  p/  le  nonibn; 
(le  ses  points  inulliples  d'ordrei;  pi=:o  si  t  est  supé- 
rieur à  m  —  I .  K  étant  le  nombre  des  points  multiples. 


poiuts    multiples   et   "^"  "'"^'  —  K  autres  points  pris 

sur  la  courbe  définissent  une  courbe  de  degra  n,  qui  a 
avec (A) 


comme  (A)  est  indéeomposable,  on  s 
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2.  Maxima  des  nombres  M,  K  el  p,.  —   L'expres- 
sion 

w(aw  — n  — 3) 

acquiert  sa  valeur  maximum  pour 
_  a  m  —  .1 

et  eeilG  valeur  maximum  est 

8         ^                   8 
M  —  K.  étant  entier,  son  maximum  est ; 


comme  M  est  au  moins  égal  à  a  K,  on  voit  que 
,„,_,V„,_a)  ^  ^ 

Ona 

Remplaçant  cliacun  des  termes  du  premier  membre 
par  sa  valeur  maximum,  il  vient 

(,„_,)(ni-3)>M. 

Pour  avoir  le  maximum  de  piy  observons  que 

Doue 

Dans  le  premier  membre,  n  est  ua  uombi-e  entier  tel 
que 

^    —<Pi 
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ou 

d'où  l'un  tire 

^  a  rti  —  3  (' 


Ainsi,  il  faudra  remplacer  n  par  le  plus  petit  nond^rc 
entier  supérieur  a -. 

Soit  I  ^  a;  — : 3  est  alors  égal  à  m — 3  ;   il  faut 

donner  à  nia  valeur  m  —  2,  ce  qui  donne  pour  maximum 
du  nombre  des  points  doubles 

Si  1  était  supérieur  à  — i/^,'9erait  au  plus  égal  à  i. 

3.  Nous  allons  en  outre  établir  une   rt^lation  eutrv 
M  et  K,  qui  nous  sera  utile.  Soit  n  un  nombre  tel  que 

<C^î  posons,  pour  abréger,  — ■ —  ^  [jl. 

Par  [JL  des  points  multiples  on  peut  faire  passer  une 
courbe  de  degré  n  ;  si  l'on  désigne  par  i,  l'i , . . . ,  i,,.,  les 
degrés  de  multiplicité  de  ces  points,  on  a 


et  le  nombre  des  inégalités  qu'on  obtient  ainsi  est  égal 
au  nombre  de  combinaisons  deK  objets  [j:  à  [x,  e'esi- 
à-dire 

K(K— i)...(K-  ti-t-O 


La  somme  des  seconds  membres  de  ces  inégalités  con- 
tient le  même  nombre  de  fuis  chacun  des  nombres 
i,ii,.,.,ii.,,  et  ec  nombre  est  égal  à  relui. des  combi- 
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liaisons  complètes  de  A —  i  objets  pris  jx- 

SOIt 

fK  — i^..  .(K  —  |).+  0 
i.a...(|^-[) 


«>1^ 


2. ..(:.-.) 

3) 


oUjensiinpIiTiaiit  el  rem[>Iaçaiit  y.  par 


Dans    cette    inégalité,    u   est   un    nombre   tel  (jue 
*CK,  et  l'on  coastatL-  aisément  qu'elle  a  encoi-e 


i.  Supposons  artuellemcnt  que  n  soit  un  nombre  en- 

lier  tel  que ^>  K;  lesK  points  multiple»  de  la 

-K — 1  autres  [loints  pris  sur 


cette  courbe  déteruiiuont  un  faisceau  de  courbes  de 
degré  n,  dont  l'équation  générale  contient  uu  paramétre 
variable  au  premier  degré,  et  qui  ont  cliacune  avec  (Â) 


«(«-^3) 


M- 


craints  communs,  savoir  [les  K  points^ multiples  qui 
oomptentpourM  et  les K  —  i  points  sim- 
ples l'iioisis  sur  la  courbe.  Cbaque  cnuibe  du  faisceau 
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reucoiitrc  dune  (A)  un 

m«  -  "<"-^^^  ^  K  - 


K-Mh 


points  seulement,  variables  avec  le  paramètre  qui  détînït 
la  courbe.  Si  ce  nombre  se  réduit  à  t'unité,  les  points 
de  la  courbe  (A)  se  déterminent  individuellement,  et 
elle  appartient  au  genre  de  courbes  appelées  itnicursates 
par  M.  Cajlej.  Ainsi,  n  étant  le  plus  petit  nombre  tel 

que  - — — — ^>  K,  la  courbe  (A)  est  unirursale  si  l'on  a 

(.)  "'""-"-'Vk-M^o. 

Ce  caractère  est  plus  simple  que  celui  donné  par 
M.  Cliasles  (  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Actidè- 
mie  des  Sciences,  t.  L\II,  p.  i354)'  Lorsqu'on  aura 
reconnu  qu'une  courbe  satisfait  à  la  condition  exprimée 
par  t'équatiuu  (i),  on  pourra  exprimer  les  coordonnées 
d'un  de  ses  points  en  fonction  rationnelle  d'une  variable 
par  la  méthode  exposée  par  M.  Hermite  dans  son  Cours 
d'Analyse  de  l'Ecole  Poljtcc/mii/ue,  p.  ^J3. 

5.  On  reconnaît  aisément  que  les  courbes  d'ordre  iti 
qui  ont  un  point  multiple  d'ordre  m  —  i  satisfont  n 
l'équation  (i).  Il  en  est  de  mâine  de   celles   qui  ont 

—  points  doubles.  Il  faut  alors  prendre  n 

égala  m —  a;  M  =  (»«  —  'H'" —  ^)i  ^^  l'équation  (i  ) 
est  satisfaite.  Mais  on  peut  chercher,  pour  une  valeui- 
donnéc  de  K,  quelles  sont  les  courbes  satisfaisant  à  l'é- 
quation (  I  ).  On  ne  peut  en  trouver  si 
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n,  étant  entier.  En  effet,  Il  faut  faire  n  =/i,  +i,  et  l'é- 
quation (i)  devient 

(„,+,l(,^-„,-,-,,_^„,(„.^-3)_„^^ 

OU 

Or,  d'après  le  n"  3,  M^m/j,  et  it^  est  inférieur  à 
m —  2. 

Les  plus  petites  valeurs  qu'on  peut  donner  à  K  après  i 
sont  donc  3  et  4-  Alors  il  faut  prendre  n  =  a,  et  l'é- 
quation (i)  devient 

a/n  —  2  —  M=iO, 

dans  le  cas  où  K  ^  3.  Comme  M  est  au  plus  égal  à 

-y—  d'après    le  n"  3,    il   sera   impossible  de  satisfaire 

à  cette  équation  si 


Pour  K  =  4)  l'équation  {ij  devient 

a„i_,_M=:o, 

et  l'on  reconnaît  qu'elle  est  satisfaite  si  m  =  a  [ji  +  i ,  en 
supposant  quela  courbe  ait  troispoiiits  multiples  dedegré 
[X,  et  un  point  multiple  de  degré  [jl  -f-  i  ;  et  si  m  =  2  p,  en 
supposant  qu'elle  ait  trois  points  multiples  de  degré  in,  et 
un  de  degré  (j.  —  i , 

6.  Soient  a,  £,  c,  d  les  quatre  points  multiples 
donnés  ;  a  =  o,  ^  ^  o,  -j-  ^  o,  S  ^  o  les  équations  des 
droites  ab,  bc,  cd,  da.  Posons,  pour  abréger, 

S  =  «Y.  «I  =  P3. 
L'équation 

AS"  -t-BSiS''-'  ...  -t-Kâî^'S-t-LSf  =  o, 

jinn,  <it  Malhémat.,  i<  aérie,  t.  XX.  (Optahrt  iBSo.}  7<) 
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où  Â,  B. . .,  K,  L  sont  des  binômes  du  premier  degré  et 
homogènes  en  a  et  o,  de  la  forment  ii  +  nS,met  nétant 
des  constantes,  représente  unecourbe  de  degré  a  ft  -f-  i, 
pour  laijuclle  a  est  un  point  multiple  de  degré  [x-h  i 
et  b,  c,  d  des  points  multiples  de  degré  [ji.  Elle  ren- 
ferme a  jji  + 1  constantes  arbitraires. 

Soit  £  =:  o  l'équation  de  la  droite  btl  ;  l'équation 

As»"-'  -r-B5i8''"*+  ...  -i-KSî-*«-t-LSÎ"'  =  o, 

où  A,  B, . . . ,  K.,  L  sont  des  trinômes  de  la  forme 


m,  net  p  étant  des  constantes,  représente  une  courbe  de 
degré  a  [i,  poar  laquelle  a,  i,  d  sont  des  points  mul- 
tiples de  degré  [X,  et  c  un  point  multiple  de  degré  ^  —  i . 
Elle  contient  3}ji —  i  constantes  arbitraires. 

Pour  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de  ces 
courbes  eo  fonction  rationnelle  d'une  variable  0,  on 
chcrcbera,  conformément  au  n°  5,  leur  intersection  avec 
la  conique 

8  — 8S,=o. 

Pour  les  courbes  du  second  genre,  par  exemple,  le 
point  d'intersection  variable  avec  d  sera  sur  la  conique 


dont  l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 
X       iR,       O 

(i)  T"^r    T~°' 

A,  illi,  Q  étant  des  polynômes  du  degré  |ji  —  i  en  Q. 

Or,  Y  et  p  peuvent  s'exprimer  en  fonction  homogène 
de  a.  S,  E  ;  substituant  dans  l'équation 
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celle-ci  poarra  se  mettre  sous  la  forme 


A',  ifb',  S'  étant  da  premier  degré  en  Q.  Les  équations 
{■)  et  (^)  déterminent  les  rapports 


par  exemple,  en  fonction  rationnelle  de  0.  On  aurait  on 
calcoi  semblable  pour  les  courbes  du  premier  genre. 

7.  Dans  le  cas  général,  la  courbe  auxiliaire  de  degré  n, 
considérée  au  a"  4,  qui  passe  par  les  K  points  multiples 
de  la  courbe  (A)  et 

«(«  +  31      „       . 


«Dtres  pointa  choisis  sur  cette  courbe,  et  doot  l'équation 
contient  un  paramètre  arbitraire  Q  au  premier  degré, 
coupe  la  courbe  (A)  en 

'"""-"-^'  +  K-M-n  =  V 

points,  variables  avec  le  paramètre  Q.  Les  coordonnées 
de  ces  V  points  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  de  ô  et  des  racines  d'une  équation  de  degré  v, 
dont  les  coefLieients  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  de  0.  Dans  le  cas  particulier  oiiv=  2,  c'est- 
à-dire  où 

(3)  "^^"'""^^Vk-M-i^o, 

les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  (A)  s'expri- 
ment rationnellement  en  fonction  de  6  et  de  la  racine 
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carrée  d'un  polynôme  en  Q.  L'vquation  {2)  est  vérîtiée 


2> 


points  doubles,  deux  de  moins  que  le  nombre  maximum. 
En  ell'et,  dans  ce  cas,  il  faut  prendre  n  =  m  —  3  ; 
M  =  ('« —  ï)('" —  *)  —  4i  et  l'équation  (a)  estvériliée. 
Pour  K:=:4i  <:lle  est  vérifiée  eu  supposant,  si 
m  =  2  [jm-  I ,  que  la  courbe  ait  quatre  points  multiples 
de  degré  [*,  et,  si  m^  2|j.,  en  supposant  qu'elle  ait  deux 
points  multiples  dedegréfxet  deuxautrcsdedegré  {jl — 1. 

8.  En  conservant  les  mêmes  notations  qu'aun''6,  l'é- 
quation générale  des  courbes  du  premier  genre  est 

A8''  +  B3,S''-'  +  . ..  +K5î-'^  H-iSt;  =0, 
A,  B, . .  .,K,  étant  des  polynômes  du  premier  degré  et  ho- 
mogènes en  a,  p,  -["l  elle  contient  3  [j.  +  2  coustantes  ar- 
bitrai rci. 

L'équation  générale  des  courber  du  second  genre  est 

AS''-'-l-BS,S'-=  +  .  ..  +  K5i;-'S  +  Lsi;-'=o, 

A,B,  . .  .,L  étant  des  polynômes  du  second  degré,  de  la 
forme 

ma*  -I-  nrt%  -^  p%i  -\-  qlii.=^  o. 

en  supposant  que  n  et  Â  soient  les  deux  points  multiples 
de  degré  ]x\  m,n,p,q  sont  des  constantes  arbitraire:!. 
Sil'on  considère  une  courbe  du  premier  genre,  elle  coupe 
la  conique 

S— es,  — o 

en  deux  points  seulement  variables  avecO;  ces  points 
sont  situés  sur  la  droite 

AOi'-i-BOi*-'  -h  ...  +  Ke  +  L^o. 

Leurs  coordonnées  s'expriment  donc  rationnellement 
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en  fonction  de  6  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme 
entier  en  9. 

Une  conrbe  du  second  genre  coupe  la  conique 

S  — es,  =0 
en  deux  points  également  variables  avec  Q.  Ces  points 
sont  situés  sur  la  conique 

Afti-  '  4-  Bfli*-'-!- . . .  +  KO  4-  L  =  o, 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

M>'  +  NiE4-PE3H-Q£a  — o, 

M,  N,  P,  Q  étant  des  polynômes  du  degré  [a  —  i  en  0. 
Or  5  —  flS,  pent  se  mettre  sous  la  forme  (n"  6) 


Les  deux  coniques  représentées  par  les  équations  pré- 
cédentes se  coupent  évidemment  en  deux  points  va- 
riables avec  fl,  qui  sont  situés  sur  la  droite 

Mj.'a  +  (N.l.'  — S'P)î4-(Q.V  — ifi.'P)S  =  o. 


SOltTION  D'IINB  QUESTION  rRflPOSfiS  PAR  ».  CATALAN ^ 

Par  m.  p.  BARBARIN, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 


Une  cycloïde  reste  constamment  tangente  à  deux 
droites  fixes  0,r,  Oj'  :  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle 
i/ui  passe  par  le  point  O  et  les  deux  points  de  contact 

M.N. 

Soit,  dans  une  de  ses  positions,  EF  la  base  de  la  cy- 
cloifdeetsoientM,  N  les  deux  points  de  contact.  Ginsidé- 
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rons  les  deux  positions  du  cerclegéuérateur  qui  donnent 
cespointsM,N. 


'V' 


», .  n 


~--S<'J 


Les  deux  cercles  ainsi  tracés  touchent  la  droite  EFen 
C,  D  et  coupent  Ox,  O^  eu  A ,  B. 

La  droite  AB  est  égale  et  parallèle  à  CD. 

L'angle  CAj?  a  pour  mesure 


dans  le  cercle  générateur. 
L'angle  DBO  a  pour  mesure 


La  différence  de  ces  deux  angles,  c'est-à-dire  le  supplé- 
ment de  xO^,  a  donc  pour  mesure  dans  le  cercle  généra- 

...  CD       AB 
leur  un  arc  égal  a  —  =  —  ■ 

Donc,  AB  est  une  longueur  constanle  et,  si  l'on  désigne 
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par  0  l'aagio  xOy,  ou  a 

AB^2a(::-e), 

a  étant  le  rayon  du  cercle  générateur. 

Cela  posé,  menons  MH  et  AK  perpendiculaires  à  Ox, 
NH  et  BK  perpendiculaires  à  Oj. 

Tiroos  les  droites  OH,  OK  et  prenons  leurs  mi- 
lieux P,I. 

P  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  OMNj 
c'est  le  point  dont  nous  cherchons  le  lieu  ;  I  est  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  triangle  OAB;  comme  on  sait, 
ce  point  I  décrit  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon 

^=       siuft      - 

Tirons  HK.,  qui  est  égal  et  parallèle  à  ÂC=  aa,  PI 
parallèle  à  HK  et  égal  à  sa  moitié,  par  conséquent  à  a. 

Si  nous  désignons  par  x  l'angle  variable  UAtJ,  nous 
aurons  facilement 


PIK=CANt  —  KOx- 


:-.-G-o..) 


Soit  OX  la  bissectrice  de  l'angle  yOx  ;  menons  la  per- 
pendiculaire OYj  la  droite  IP  prolongée  coupe  OX  au 
point  L.  Or, 

Cbk  =^  ïSi  —  "Soi: 


iSk. 


-  — a=iLlk; 


donc  le  triangle  CIL  est  isoscèle  et  IL  =  01  =  R.  Il  en 
résulte  que  PI  prolongée  coupe  OY  en  un  point  T,  tel 
que 

TI  -  IL  ^  R. 
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Donc  le  lieu  du  point  P  est  celui  d'un  point  d'une 

droite  de  longueur  constante  TL=  aB,  glissant  entre 


~1 


deux  droites  rectangulaires  OX,  OY,  qui  sont  les  bissec- 
trices de  l'angle  des  droites  données  Ox,  Oy.  Ce  lieu  est 
une  ellipse  dont  les  axes  R  -+-  a  et  R  — a  sont  dirigés, 
respectivement,  suivant  OX  et  OY. 


NOTB  SUR  LE  SYSTBHB  ARTICULÉ  DU  ULONEL  PEAIICELLIER^ 

Par    m.    Maurice    D'OGAGNE, 

Élève  de  lÉcole  Polytechnique. 


Je  me  propose  de  déterminer  les  rapports  des  vitesses 
des  divers  mouvements  à  considérer  dans  cet  appareij, 
à  savoir  :  rotations  de  OA  et  OC  autour  de  O  ;  rotation 
de  0*0  autoui'deO';  translation  de  B. 

Le  point  A  décrivant  la  circonférence  de  rayon  OA,  et 
le  point  6  une  perpendiculaire  à  ta  droite  OO*,  j'ai  le 
centre  instantané  de  rotation  I  de  la  droite  AB  en  tirant 
la  droite  BI  parallèle  à  OO'ct  prenant  son. point  de  ren- 
contre avec  OA.  Donc,  si  c(A)  et  i'(B)  sont  les  vitesses 
des  points  A  et  B  à  l'instant  considéré,  on  a 

„.  .(B)_BI_OK 
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Or,  û  étant  la  vitesse  angulaire  autour  Ju  point  O 
au  même  instant, 

.■(A)^û.OA. 
Par  suite, 

.■(B1        OK 

u.UA  ~  OA 
ou 

(s)  ^5i  =  OK. 

Maintenant,  le  point  D  décrivant  ta  circonférence  de 
rayon  C^D,  j'ai  le  centre  instantané  dé  rotation  H  de  la 


droite  AD  en  prenant  le  point  de  rencontre  des  droites 
OA  et  O'f).  On  a 


(3) 


■•(A)  _  IIA 


v(D)       110 

Multiplions  (i)  et  (3)  membre  à  membre;  il  vient 

r(B)  _  HA.OK 
.■(U)  ~ai>.OA' 

Tirons  OM  parallèlement  à  AD  : 
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Or,  les  triaugles  ODM  ui  OU.\  éiant  égau: 


OA 
"ON 


sidéré, 


i{B_)_OA^OK_  OK 
<-(D)  ^ON.OA"  Ui\' 

fi  est  la  vitesse  autour  de  (y  à  l'ïnslaul  con- 

i>(D)=u.O'D, 

et  l'égalité  précédente  devient 

r(B)    _  OK 

u>.o'u  ~  on' 

ou 

■■(B)_OK.O'n 

Tirons  BP  parallèlement  à  CVD  : 
Par  suite, 

Occupons-nous  maintenant  de  la  vitesse  angtdaire  O' 
de  OC  autour  de  O,  prise  toujours  au  mâme  instant. 

Le  point  de  rencontre  I'  de  BI  et  de  OC  donne  le 
centre  insuntané  de  rotation  de  la  droite  BC.  Donc 

.-(B)  _  El'  _  OK' 
^(C)^GV  ~  OC 
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d'où 


(  459) 


OK'. 


Réunissant  les  égalités  (a),  (4)  el  (  5),  nous  voyous 
que 

c(B)  =  ù>.BP^C.OK-ii'.OK'. 


mUTIONS  DE  OURLQUES  QUESTIONS  POSEES  AUX  EX&MENS 
D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLVTSCHKIOUB  ; 

Pab  m.  l'abbé  a.  GENEIX-MARTIN. 


I,  Equation  générale,  des  hyperboles  ayant  un  point 
donné  pour  foyer,  el  telles  iju'un  des  sommets  du  rec- 
tangle construit  sur  les  axes  soit  en  un  point  donné. 

Prenons  le  foyer  fixe  F  pour  pôle,  le  point  fixe  E  étant 


le  somuLet  du  rectangle  construit  sur  les  a\es,  prenons  FE 
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(46o) 
pour  axe  polaire.  L'équation  de  la  courbe  sera  de  la 
forme 

^'  -H  r*  =  »'  i^  -^osiu  +  ^  sin  u  —  rf)*. 

It  faut  déterminer  £  et  cf. 

Nous  savons  qu'on  obtient  le  foyer  en  décrivant  de  O 
comme  centre  un  are  de  rayon  OE  ;  donc  le  triangle  EOF 
est  isoscèle  :  la  directrice  est  WiO,  on  sait  la  construire. 

Ona 

FKU  =  ÉFCi  =  <u. 
Soit 

EF  =  /, 


d'où 

l 

On  a  aussi 

IF=:è^/sinti>:     0\^a^=.  —  ccosam^rr ; 

a  cos<u 

d'où 

CI  ft*  , 

^  a  ces  ail)  '  ~     ^  c  ~~ 

L'équation  générale  demandée  est  donc 
^»^^i-_  — _ — (,rcos(iH-_ysin(i>  —  a/sin'tu  cosu)*. 

II.  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  équilatères  ayant 
lira  centre  fixe  O,  et  passant  par  un  point  fixe  A. 

Prenons  OA  pour  axe  des  x,  et  une  perpendiculaire 
en  O  ji  OA  pour  axe  des^j'j  posons  OA  =:  a.  Soit  (a,  p) 
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un  foyer.  L'êquaiion  des  hyperboles  considérées  est  de 
la  forme 

Elle  renferme  deux  paramètres  arbitraires  u  et  d. 


L'origine  étant  au  centre,  les  coeHicients  des  termes 
du  premier  degré  doivent  être  nuls,  ce  qui  donne 

(i)  a  =  arfcoso),     3  —  arfsiDu>, 

d'où 


Exprimons  que  la  courbe  passe  par  le  point  A 

{s^a,     Vr3::o), 

il  vient,  en  tenant  compte  de  la  première  des  rela- 
tions (i), 

a'4-  a'-h  P'^^  2(o'C0s'(u  -t- d*). 

Remplaçons  dans  cette  relation  costu  et  d  par  les  valeurs 
que  uous  venons  de  trouver,  il  vient  pour  l'équation  du 
Heu 

(«'+p')»-2a'(c«-?«)^o. 

C'est  l'équation  d'une  lemniscate  qui  a  pour  foyers  le 
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point  A  et  son  symétrique  par  rapport  à  l'origine.  Le 
point  double  est  O. 

in.  Lieu  des  foyers  des  ellipses  ayant  un  sommet 
donné  à  une  extrémité  du  petit  ajce,  et  une  tangente 
donnée  à  l'extrémité  de  l'an  des  diamètres  conjugués 
égaux. 

rr,  tangente  flxe  à  l'extrémité  de  l'un  des  diamètres 
conjugués  égaux;  B,  sommet  ûxe  sur  l'axe  non  focal. 
11  est  facile  de  démontrer  que  la  tangente  IT  est  pa- 
rallèle à  la  droite  AB,  qui  joint  les  extrémités  des  axes 
de  l'ellipse  considérée  parmi  celles  qui  satisfont  à  la 
question. 

On  démontre  aussi  facilement  que  l'ordonnée  à  l'ori- 
gine OT  de  celte  tangente  est  égale  à  OB^/a  ou  b\/î. 

Soient  OL  la  distance  duccntre  à  la  droite  BA,  et  BL' 
la  distance  de  B  à  la  tangente  IT,  on  a 

OL  _  OB  _       OR       _         b         _      I 
BL'-BT-OT-OB-i(^.;_,)-^'^_,' 

d'où 

0L=^. 

Ainsi,  étant  donnés  le  sommet  âxe  B  cl  la  tangente 
fixe  IT;  3  étant  la  distance  BL'  de  B  à  IT,  le  centre  de 
l'ellipse  est  sur  une  parallèle  à  IT,  distante  de  B  de  la 

quantité  — = >  et  par  suite  distante  de  IT  de  la  quan- 
tité 5  +  ~ —  —  -' V^  . 

Soit  F  le  foyer  dans  la  position  considérée  de  l'el- 
lipse, ou  a  BF  ^  OA.  Nous  allons  chercher  le  lieu  des 
foyers. 
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(  (M  ) 
PrcnonsBApourax<:desj:,etune  perpcndicalairc  en  B 

pour  axe  desj-.  Prenons  BP  ^  5  (  -;= }  ;  par  le  point  P 


menons  une  parallèle  h  l'axe  des  x;  elle  passe  par  le 
centre  O.  Soit^  =  ^  l'éf^uation  de  la  droite  PO. 

Menons  de  l'origine  la  droite  BO  (j'  =  /nx)  ;  les  coor- 
données du  point  O  sont j'  =  fi,x^—-  L'équation  de 
la  droite  OF,  perpendiculaire  à  OB,  est 

L'abscisse  du  point  A  où  elle  rencontre  l'axe  des  x 


Puisque  BF=OA,   décrivons   de  l'ongine   comme 
centre  le  cercle  de  rayon  ^  \/i  -t-m*.  Son  équation  est 
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Les  fojers  sont,  à  l'intersection  de  ce  cercle  et  de  la 
droite  OÂ, 

(2)  m*iY-?)  +  ma:-?^o. 

Nous  obtiendrons  le  lieu  cherclié  en  éliminant  m  entre 
(■)el(>). 

On  sait  que  l'élimination  de  Z  entre  les  deux  équa- 
tions 

aZ*+bZ  +  c=:o,    n'Z»-i-f«'Z  +  c'  — o 

donne  pour  résultat 

(ac'—  ca'y-=^{ab'—  ba')(bc' —  cb'). 
Appliquons  aux  équations  (i)  et  (2}  du  second  degré 
en  m,  il  vient 

[  (P  -/)  (^'+r*-  r)  +  P'p^^P'^»  (^«+/'-  fi'). 

En  développant,  réduisant  et  supprimant  le  facteur 
{x*-4-j^),  on  trouve  pour  l'équation  du  lieu 
(ar«  +  _yï-p>)j(y-2?)  +  p*=o. 

Cette  courbe  a  deux  asymptotes,  l'axe  des  x  et  une 
parallèle  à  l'axe  des  x,  dont  J'équation  est  j  =  a^.  Du 
reste,  la  courbe  est  comprise  tout  entière  entre  ces  deux 
asymptotes,  car  il  est  facile  de  vérifier  qu'elle  ne  les  ren- 
contre pas  à  distance  finie. 

COACOlItS  D'AUHISSIOK  A  L'tCULE  CEKTIULB  EN  18S9 
(DEliXIÈMB  SESSION); 
Pah  m.  a.  chambeau, 

Ëlive  du  pciisioDDat  Notre-Dame  du  Sacré-Coeur. 

I  "  Ecrire  l'équation  générale  des  paraboles  passant 
par  deux  points  donnés,  A  et  B,  et  dont  les  diamètres 
ont  une  direction  donnée. 

a'  Donner  l'expression  des  coordonnées  du  sommet 
et  du  foyer  de  ces  paraboles. 
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3"  On  mène  à  cfia^ue  parabole  une  tangente  per- 
pendiculaire à  la  droite  AB,  trouver  le  lieu  des  points 
de  contact  et  construire  ce  lieu. 

NoTATjoKs,  —  AB  étant  prise  pour  axe  desj^  et  une 
perpendiculaire  pour  axe  des  x,  on  fera  AB  ■=  lia,  en 
appelant  m  le  coefficient  angulaire  de  la  direction  des 
diamètres  des  paraboles  considérées. 

Je  prends  le  milieu  de  AB  pour  origine. 

L'équation  générale  des  paraboles  ayant  m  pour  coef- 
tîcient  angulaire  de  la  direction  de  leurs  diamètres  est 
{y—  mxY-^  iXx  '\-'i^y  -^i-=^o. 

L'équation 

y  —  mx=o 

représente  le  diamètre  mené  par  l'origine,  el 

3Xa;  +  3i*^  +  v  =  o 
est  l'équation  de  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce  dia- 
mètre. 

Ces  paraboles  devant  passer  par  les  points  A  et  B, 
dont  les  coordonnées  sont  (o,  a)  et  (o,  —  <i),  on  a  les 
équations  de  condition 

(i*+a[in  +  v  — o,     a' —  i\:.a  +  i:=.o, 
d'où 

donc  :  i°  l'équation  générale  demandée  est 
(i)  {y  —  mxy+  iXx—  a''^=o\ 

2°  l'équation  (i)  peut  s'écrire  identiquement 
(y  —  mx  -+- A)'—  aA(j  —  mx)  +  tXx —  a*— A*=:o, 


(_)'—  ma:  + A)*  +  3(l  +  mk)x  —  ihy  —  a*- 
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L'équation 

y  —  mx  -h  A  :=  () 

représente  un  diamètre  quelconque,  et 

a(X  +  nik)x  —  ihy^à^ —  /t*  =  o, 

la  tangente  à  l'extrémité  de  ce  diamètre. 

En  exprimant  que  ces  droites  sont  perpendiculaires, 
on  aura  les  équations  de  l'axe  et  de  la  tangente  au  som- 
met. 

La  condition  est 

m  {l±J^\  -1- 1  =:  o      d'où     A  ^ '— 

Il  s'ensuit  que  l'équation  de  l'axe  est 


et  celle  de  la  tangente  au  sommet 


De  ces  deux  équations,  on  tire 


et 

Ces  valeurs  de  j:  et  _^  sont  les  coordonnées  du  sommet 
des  paraboles. 

Le  foyer  sera  déterminé  par  l'intersection  de  l'axe  et 
de  la  droite  représentée  par  l'équation 

j  ■  „u-      "'l-n'  +  D'  +  l.m'-^W 
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(f^oir   les  Nouvelles  déterminations  analytiques  ttes 
foyers  et  directrices,  par  M,  Georges  Dostoi*]  ('). 
I^  resolution  des  équations 

-,  -..     »-(».'+.V-K/..--.)l-_.. 


!,i(m>+i) 


(')  Il  est  facile  de  trouver  les  coordoDoécs  du  foyer  sans  avoir 
<:ours  aux  formules  générales  des  Nouvellei  déterminations  ù 
/yliques,  etc.,  cir  l'ordonnée  du  foyer  est  égale  i  celle  du  point 
coDcoun  des  deux  tangentes  représentées  pir  les  équations 


aXa;  —  a'  —  o    et    x  +  my 


«■(■n'+O'  +  J 


1  Tahscisse  s'obtient  au  moyen  de  l'équation 


de  l'axe,  en  remplaçaol^  par  la  valeur  de  l'ordonnée.  Cela  résulte 
simplemeot  de  ce  que  le  lieu  des  projertious  du  foyer  sur  les  tan- 
gentes est  la  taogentc  au  soiamet. 

On  peut  encore,  sans  connaître  l'équation  de  la  tangente  au  som- 
met, déterminer  le  foyer  par  un  calcul  qui  s'appuie  snr  les  considé- 


II  est  d'abord  évident  que  la  différence  des  distances  des  deux  points 
A,  B  4  la- directrice  est  égale  i  la  projection  de  AU  sur  la  di- 
rection des  diamètres;  cette  projection  est  exprimée  par  le  produit 

in '"■— .  indépendant  de  la  variable  X. 

l/m'-i-i 
La  différence  des  distances  des  points  A,  B  au  foyer  est,  de  même, 
égale  i  la-         ;  il  s'ensuit  que  le  lieu  du  foyer  de  l'une  quel- 
conque des  paraboles  considérées  est  l'hyperbole  dont  A,  B  sont  les 

foyers,  et  l'axe  focal,  ou  traverse,  -—      ■;■  L'équation  de  cette  hy- 

i/m'-f-i 
perbole  est 

<m'-î-.).y-m'(»i'+.)a:'-m'a'=o; 

ilnnc,  eu  résolvant  le  système  des  deux  équations 

on  aura  le»  coordonnées  cherchées.  (G.) 
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donne  pour  les  coordonnais  du  foyer 


3"  Le  coefficient  angulaire  des  tangentes  perpendicu- 
laires à  AB  esl  nul  ;  on  a  donc  au  point  de  contact 
—  m{y  —  mx)+X=^o    et    (y— m,r)'-i-2XaT  —  a'=^o. 

£n  éliminant  X  entre  ces  deux  équations,  il  vient 


équation  du  lieu  géométrique  des  points  de  contact.  Cette 
équation  représente  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes, 
cl  ayant  ses  sommets  réels  aux  points  A  et  B.  Ses  asym- 
ptoics  ont  pour  équation  y^  —  m*a;*^o;  l'une  d'elles 
est  le  diamètre  de  la  parabole,  mené  par  l'origine,  l'autn"  ■ 
est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  7-;  il  est  donc  très 
facile  de  construire  cette  rnurbc. 


C«NC«I]RS  B'ABMISS1«N  A  l.'fiC«LS  PiLYTECHMQOE 
UN  \iU. 


Composition  de  Mnthéinatiifues. 
Une  parabole  étant  donnée,  on  lui  mène  une  normali! 
en  l'un  des  points  situés  avec  le  foyer  sur  une  même 
perpendiculaire  à  l'axe.  Trouver  le  lieu  des  sommets 
des  sections  faîtes  par  des  jdans  contenant  cette  nor-* 
luale  dans  le  cylindre  dont  la  parabole  donnée  est  la 
section  droite. 
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Cornj lo.iit iun  litliirnire. 
Développer  la  pensée  suivante  :  Le  cuUe  tle  la  vérilé 
,piend  des  formes  dillërenles  avec  les  époques.  De  notre 
temps,  le  noble  rôve  du  bonheur  de  l'iiunianité  future 
sur  la  terre  par  les  découvertes  de  la  science,  par  les  ap- 
plications de  l'industrie,  par  les  réformes  politiques  et  " 
sociales,  c'est-à-dire,  eu  un  mol,  la  philosophie  du  progrès 
devient  dans  certaines  âmes  une  sorte  de  religion.  C'est 
ainsi  tjue  la  science  en  est  arrivée  à  avoir  sus  temples, 
ses  sacrilîecs,  ses  apôtres  et  ses  malyrs. 

Composition  de  Lavis  (trois  heures). 
Faire  à  l 'encre  de  Chine,  à  teintes  plates,  le  lavis  d'un 


cône  de  révolution  reposant  sur  un  soele  cylindiiyu 
se  détachant  sur  un  fond  gris  uniforme. 
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On  se  nonfoniiura  aux  cotes  iiidîqui'tus  en  mlllî  mètres 
siir  le  croquis  ci-joint. 

Mota.  Les  traits  pour  le  cadre,  les  arêtes  ou  lus  con- 
tours apparents  des  solides  seront  faits  à  l'eucre.  » 

On  observera  les  filets  de  lumière. 

Composition  de  Calcul. 

Htaut  donnés,  dans  un  triangle,  deux  c6tés  et  l'angL- 
t'orupris,  savoir  : 

i-  — 483'",;6,    0  =  675-, 37,     A  — 35''4a'i5', 

calculer  les  deux  angles  B  et  C,  le  troisième  ci'ité  a,  la 
longueur  de  la  pcr{>en<Iîculaîre  abaissée  de  A  sur  a  et 
la  distance  du  pied  de  cette  perpendiculaire  au  soni- 
ni.-l  C. 

Composition  tic  Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  A6CD  dont  le  eiltr 
a  o^iigo,  dont  la  base  ABC  est  située  dans  le  plan  ho- 
rizontal, et  dont  le  sommet  D  est  au-dessus  de  ce  plan. 
Le  point  A  est  le  sommet  d'un  côue  qui  a  pour  base  le 
lercle  inscrit  dans  la  face  BCD.  Le  point  B  est  le  som- 
met d'un  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  la 
(ace  ACD. 

On  demande  de  représenter  en  projection  horizontale 
le  corps  qui  reste,  quand  un  supprime  daus  le  tétraèdir 
la  partie  comprise  dans  b^  premier  cône  et  la  partie  f;om- 
prise  dans  le  second.  Indiquer  les  < onstmclïous  faîtes 
])OUr  trouver  un  point  de  l'Intersection  des  côaes  et  la 
tangente  en  ce  point. 
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tlBSTION  W  LICBNCB  (PARIS,  JUILLET  I880)i 
Far  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 


Soient  OX,  OY,  OZ  trois  axes  de  coordonnées  rev- 
tangulaires,  et  dans  le  plan  ZXiX  une  courbe  donnée  i^. 
Une  surface  est  engendrée  par  une  circonjérence  de 
cercle  dont  le  plan  reste  parallèle  au  plan  XOY,  dont 
le  centre  décrit  la  courbe  C,  et  qui  rencontre  constam- 
ment OZ.  On  demande  de  former  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  asjrmptotiques  de  la  surface,  en  pre- 


nant pour  vai-iables  la  coordoTinée  z  d'un  point  M  et 
l'angle  8  du  rayon  du  cercle  qui  passe  en  ce  point  avec 
la  trace  du  plan  du  cercle  sur  le  plan  ZOX.  jéppHca- 
tion  au  cas  oit  la  courbe  C  est  une  parabole,  ayant  le 
point  O  pour  sommet  et  OX  pour  axe. 

Soient  ^Tij",  z  les  coordonnées  du  poînlM;  Xi  l'ab- 
scisse OBde  la  projection  du  centre  Ij  et  X|=:  7(2)  1')^- 
f|uatîoii  de  la  courbe  C.  On  a 


(1) 


r,(i  +  co8e), 


=  <f(3)(l-V-C 

=  o(s)sin6; 
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(47»  ) 
par  suite,  l'équation  de  la  surface  est 

(3)  ou 

(  a:»  +  ^»  — 2xç(5)^o. 
On  déduit  de  )à 

—      *^°^^       -.,.'■.    —  '  (  ,  0\      I 

~  i  +  cosft  o'{3)  ""  aV      '*"^  a/Vt-) 

siiiâ  r  0       I 


)c. 


rfp=  — '- j    coseo''(-)d5  +  o'{s)Ung-'ffl 


dq  =  --  ^  [sin  8  f(  =  )rfs  -  ï'(  =  )fffij. 

ç''{3)C0s'- 

(ir^  2C08-    cos-t|.'(;)  rfs  —  sîn-o{;)d6  I, 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  générale  des 
lignes  asympto tiques 

dp  diX  -\-  dq  dy  =  o, 

on  aura  l'équation  demandée  : 

1        1   ,     ,  ,         •    9    ,   ,  ^"1 

-i-|sin9ç'(=)rf;-<?'(  =  )dB] 

x[sin(J5'{=)(/;  +  ^(3).ose(ftJ^o. 
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Application.  —  Dans  ]e  ras  où  la  courbe  C  csl  une 
parabole,  on  a 

dou 

L'iî([ualioii  (4)  dt^vicut  alors 


s^Ctaiig 


SOLUTIONS  DE  QIKSTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  N0UVELL8S  WiKU.%. 


Question  2o) 


Par  m.  J.  BOURGKT, 
Docteur  es  Sciences. 


Placer  les  huit  premiers  nombres  sur  une  ittême 
ligne,  de  telle  sorte  que  la  différence  de  deux  tjuel- 
coni/ws  de  ces  nonibrtts  ne  soil  pa.-i  V^ffalc  ii  la  différence 
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(  (74  ) 
(le  leurs  rangs  dans  la  ligne.  Combien  extfle-i-il  ilc 
(lispositiorif  de.  'W  genre? 

17681463 
est  une  de  ces  dispositions. 

Placer  sur  un  éc/rit/uier  huit  reines,  de  manièrt' 
qu'aucune  d'elles  ne  soit  en  prise  à  Cune  des  sept 
autres  ? 

I.M  solution  est  une  consétfuence  de  la  précédente. 

(E,    LiOMHBT.) 

Ce  problème  est  évidemment  difficile  :  il  s'agît  de 
choisir,  parmi  les  4i>3ao  permutations  des  huit  cliiirri'S 
(1,  a,  3,  4i  ^1  ^t  7i  d)  celles  qui  satisfont  à  la  condition 
imposée  par  l'énoncé. 

A  la  page  148  du  tome  XI,  i"  série  des  Nouvelles 
annales.  Terquem  dit,  dans  une  Note,  que  KoralcL, 
pat-  un  procédé  empirique,  a  trouvé  que  le  problème  de 
Lionoetagasolutions,  dont  19 sculenicntsontdistïnctes, 
mais  il  ne  nous  tait  pas  connaître  ces  solutions,  ni  le  pro- 
cédé employé  par  Koralek  pourarriver  à  ces  conclusions. 

En  m'occupant  du  problème  des  permutations,  j'ai 
été  naturellement  amené  à  réfléchir  au  problème  de 
Lionnet.  Après  l'avoir  transformé  en  un  problème  d'A- 
nalyse indéterminée,  j'ai  pu  trouver  un  procédé  gra- 
phique conduisant  sûrement  à  toutes  les  solutions  du 
problème.  Ce  procédé  graphique  peut  être  compai-é  au 
crible  d'Ératosthènes,  pour  la  détermination  des  nom- 
bres premiers  ;  c'est  peut-être  le  procédé  empirique  de 
Koralek.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  me  semble  qu'il  constitue 
uue  solution  rationnelle  du  problème  proposé,  en  ce 
sens  qu'il  réduit  la  considération  de  4o320  permutations 
à  la  construction  d'environ  3oo  petits  Tableaux  faciles 
à  faire. 

En  suivant  ce  prurédé,  que  je  ferai  connaître  tout  à 
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l'heure,  j'ai  trouvé,  comme  Koralek,  1|:j  pcrmulatioiis  sa- 
tisfaisaitt  à  la  condition  imposée. 

Au  point  (lu  vue  du  problème  des  édiecs,  ces  92  solu- 
tions ne  donnent  que  24  'igui'es  distinctes. On  comprend. 
en  eUet,  que  plusieuts  puniiutations  correspondent  à  lu 
inëme  disposition  des  dames  sur  un  écliîquior,  en  pre- 
nant suecessiveineut  comme  base  de  leebiqmer  ses 
<)natre  cotés.  Ces  34  figures  peitvent  mâme  être  regar- 
dées comme  se  réduisant  à  12,  en  remai-quant  qu'elles 
se  divisent  eu  groujies  de  deux  symétriques  relativement 
à  la  base  sujK'rieurc  et  à  la  base  inférieure  de  l'échiquier. 

Nous  nous  expliquons  ainsi  le  i-ésultat  annoncé  par 
Koralek. 

Voici  comment  nous  avons  procédé  : 

Imaginons  un  échiquier  de  64  cases.  Ïm  long  de  la 
pr'emière  ligne  terti<^ale  nous  ferons  mouvoir  le  chilli'C  1, 
le  long  de  la  seconde  ligne  le  chili'rc  3,  ainsi  de  suite.  Il 


_  3 

« 


ne  devra  jamais  y  avoir  plus  d'un  chiffre  sur  une  même 
ligne  horizontale,  et  si  nous  dispersons  ainsi  les  huit  chif- 
Ires  en  remplissant  les  deux  conditions  que  nous  venons 
d'énoncer,  nous  aurons  chaque  lois  une  permutation  des 
huit  chilïres,  pour  laquelle  le  rang  occupé  par  chaque 
l'hiSre  sera  te  numéro  de  la  ligne  horizontale  sur  la- 
quelle il  se  trouve.  Dans  la  figure  ci-coutio  nous  trou- 
vons la  piTmntalion 

i7:>83',<>:! 
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Les  valeurs  des  chîSi'es  sont  lus  abscisses  de  chaque 
case  duTableau,  les  rangs  de  ces  cliillres  dans  la  permu- 
.  tation  sont  les  ordonnées. 

Ce  système  de  représentatiou  adopté,  on  voit  qu'après 
avoir  placé  un  cliiiTrc  dans  une  case  de  sa  colonne,  il  nu 
peut  pas  y  avoir  de  cliillres  dans  une  case  de  la  diago- 
nale qui  correspond  au  chiiïre  placé,  quand  on  s'assu- 
jettit à  la  condition  imposée  par  M.  Lionnet;  car,  sui- 
vant cette  diagonale,  les  ordonnées  augmentent  ou  di- 
minuent de  la  même  quantité  que  les  abscisses. 

De  là  un  procédé  empirique  bien  simple  pour  trouver 
toutes  les  permutations  demandées  : 

1°  On  fait  une  série  d'échiquiers  semblables  à  celui 
de  la  figure  ci-dessus,  ce  qui  est  facile  au  moyen  de  pa- 
pier quadrillé; 

3"  On  placera  1  à  la  première  case  du  bas,  puis  un 
pointe  les  cases  horizontales  et  les  cases  diagonales  cor- 
respondantes où  l'on  ne  peut  plus  placer  de  ehillî-es; 

3°  Il  reste  au  chîHVe  2  une  série  de  cases  jiossibies; 
on  le  met  à  la  première,  et  Von  pointe  toutes  les  cases 
horizontales  et  diagonales  cori-es pondantes  à  di-oite; 

4"  Il  reste  aucbillre3  une  série  de  cases  possibles;  un 
le  place  à  la  première,  et  l'on  pointe  comme  précédem- 
ment lescases  horizontales  et  diagonales  corresiiondan  tes; 

5°  On  continue  ainsi  à  éliminer  les  diverses  cases  de 
l'échiquier  qui  ne  peuvent  pas  recevoir  de  chiJîres  au 
fur  et  à  mesure  qu'on  a  placé  les  précédents.  On  arrive 
de  la  sorte  méthodiquement  à  trouver  les  seules  permu- 
tations satisfaisant  à  la  condition  du  problème. 

Remarquons  que  si,  au  lieu  de  lire  une  permutation  du 
bas  en  haut,  nous  la  lisons  de  haut  eu  bas 

nous  avons  évidemment   une  nouvelle  ^lermiitatioii  sa- 
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tisfaisant  à  la  condition  Liunnct;  donc,  quand  nous  au- 
rons placé  I  aux  rangs  t,  9,  3,  4i  nous  pourrons  nous 
arrêter.  Les  autres  permutations  seront  celles  que  nous 
aurons  déjà  trouvées,  lues  eu  sens  inverse.  T^  travail 
ainsi  réduit  exige  environ  3oo  opérations.  C'est  peu,  si 
l'on  remarque  que  le  nombre  total  des  permutations 
parmi  lesquelles  on  a  choisi  est4o3ao. 

Voici  le  tableau  des  4^  permutations  que  nous  avons 
trouvées  : 


i758a463 

26.74835 

257.3864 

I7^68a53 

53.72864 

286.3574 

168374» 

83.62574 

627.3584 

■5863724 

46.52837 

724.8536 

57.42863 

824.7536 

61038374 

63.84275 

5a8i4736 

4i58s736 

53.68247 

627.4853 

5.842736 

63i85a47 

526.7(83 

31758346 

48136275 

357.4286 

51468273 

84136275 

647.8353 

71386425 

48157263 

584.7263 

5.863724 

47185263 

368.5724 

4 158637 a 

64.58273 

753.6824 

63.75834 

647.3528 

73i685a4 

584.3627 

57.38642 

364.8573 
368.475a 
574.3862 

sai]tcliacun<lL 

ces  résultats .. 

.■seiui.iverse,  nous 

DOHs  46  autru 

satisfaisaut  t- 

.cocu  à  la  conditio.i 

en  obtenoni 

imposée:  donc  nous  avons  en  tout,  comme  le  dit  Ko- 
ralek,  gît  permutations  dîfTérentes  jouissant  de  la  pro- 
priété indiquée  dans  l'énoncé. 

Mais,  au  point  de  vue  des  échecs,  ces  permutations 
ne  constituent  pas  tontes  des  solutions  dillërentes.  Eu 
effet,  on  peut  prendre  pour  base  du  t'écliiquier  un  cùté 
queicotiqni-,  et  si  l'on  considère  une  des  solutions  préré- 
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(IcDtes,  par  exemple  celle  qui  eal  indiquée  par  Lionnct; 
elle  donae,  en  prenant  successivement  chaque  coLv 
pour  base,  les  solutions 

84 1 36275,    6357  '  4^8,     4'273685 1 . 

Donc  on  p«ut  classer  les  solutions  du  Tableau  pi-ét^é- 
dcnt  et  leurs  inverses  en  groupes  donnant  sur  l'écliiquioi- 
la  même  figure. 

Voici  le  Tableau  du  cette  cUssîiioation  qui  renierinc 
24  gi^upes  : 


(.)... 

. .        17582463 

84136275 

6357.428 

4273685. 

{,)... 

17468253 

83162.574 

647i35a8 

5247386. 

(3).., 

.       51408273 

73168524 

627.3584 

574.386a 

(4)... 

.       71386425 

4i586372 

7J63.483 

4753.68a 

(5).., 

.       61528374 

57138642 

526.7483 

753.68a4 

(6)... 

4i582736 

36271485 

4683.752 

74286.35 

(7)--- 

51842736 

36814753 

36275.84 

74208.36 

;8)... 

.        31758246 

357.4286 

53847.62 

73825.64 

(!!)■■. 

.        51863724 

36418572 

724.8536 

37263.84 

(10).. 

.        .57142863 

64 158273 

63.;.58a4 

627.4853 

(11).. 

.        63184275 

47185263 

4275.863 

6374.8-^5 

(n).. 

.        53172864 

64718253 

Ii3).. 

.        15863724 

82417536 

57263.48 

3642857. 

(i4).. 

.        16837425 

82531746 

47526.38 

35286471 

11»).. 

a683i475 

48531726 

42586.37 

373864.5 

Ii6).. 

28613574 

584 13627 

373685.4 

524683.7 

(17).. 

.        4a  86 1357 

38471625 

24683175 

4-38a5i6 

(.8).. 

.        53168247 

25718864 

584.7363 

637285.4 

(■9).. 

.        63.85247 

48157263 

a574i863 

63;248i5 

(JO).. 

.        26174835 

46.52837 

68a4i-53 

643857.3 

(»!).. 

.        48136275 

2738.463 

6358.427 

427368.5 

(").. 

.        35841726 

42857.36 

37385.46 

36824.75 

(î3).. 

.        52814736 

57248.36 

36258.74 

368..57a4 

(24).. 

35281746 

46827.35 

Cfi 

24    grouiies    a 

e   divisent 

Cl   deux  gn>upes  de 

12  tcrmus  chacun,  jouissaiil  de 

celle  [..-opriélé  que  la 

ligure 

1  prcniôri- 
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série  de  la  est  symélriquc  de  ta  ligure  correspoiidan li- 
ait groupe  de  même  rang  dans  la  seconde  série.  Eu  d'au- 
Ires  termes,  si  l'on  trace  la  iigure  formée  par  un  des 
groupes  de  la  première  série  de  i  a  sur  une  feuille  de  pa- 
pier, en  retournant  la  feuille  et  regardant  la  ûgure  par 
transparence,  on  obtient  la  iigure  donnée  par  le  groupe 
de  même  rang  dans  la  seconde  série  de  12. 

Donc,  au  point  de  vue  du  problème  des  échecs,  ou 
peut  dire,  avecKoralek,  qu'il  n'y  a  que  la  solutions  dis- 
tinctes donnant  les  Cgures  du  Tableau  suivant  : 


■ 

■ 

s 

\ 

1 

■f 

1 

% 

s 

t 

1 

l 

f 

\ 

1 

3 

s 

? 

? 

f 

1 

* 

1 

1 

f 

\ 

? 

1 

i 

f 

■ 
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Ces  ligures  correspondent  à  cliacun  des  i  a  premiers 
groupes. 

Si  l'on  pouvait  les  trouver  directement  par  une  mé- 
thode simple,  OD  pourrait  en  déduire  les  Ç)a  permuta- 
tions des  liuit  premiers  cliiiTres  remplissant  les  conditions 
imposées  parleDoncé  de  Lionnet. 


(liESTfON. 

1376.  Dans  un  cane  donné  on  inscrit  une  sphère,  et 
dans  la  partie  laissée  libre  au-dessus  de  celte  sphère  on 
inscrit  une  nouvelle  sphère;  et  ainsi  de  suite  indéfini- 
ment. Trouver  l'expression  du  rayon  de  la  { ra  -H  i  )'*'" 
sphère,  sachant  que  R  est  le  rayon  de  base  du  cône,  Il  la 
liauteur,  et  que  C  en  représente  le  côté. 

Prouver  que  l'espace  laissé  vide  dans  le  cône  par  toutes 
CCS  sphères  a  pour  volume 

5C-+3H' 

(G.  DosTOi.) 


Les  tangente»  de  rebroutiement  pansent  itspeciivement  par  (et 
six  points  où  U*  côtés  du  triangle  ABC  coupent  la  conique  C,. 

Ces  tangentes  sont  faciles  à  coasu-uire.  Soient  •;,  et  7,  les  poiiil!i 
où  AB  coupe  C,,  la  tansente  de  rebronsseraent  qui  passe  par  y,  e<<l 
la  droite  qui  joint  ce  point  i  celui  où  y,C.  coupe  C,.         Dewci.f. 
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sua  LA  FONGTION  CfiNfilUTRlCK  IBS  POLYNOMES  P„  „ 

Il  iii»N} 

Par  m.  G.-A.  ORLOW, 

Professeur  â  l'Ioscitut  des  voies  de  communication,  ei  i  l'École 

de  coaslraction  de  Sainl-I'étersbourg. 


Dans  la  JNotc  sous  te  titra  :  Sur  un  mode  d'approxi- 
mation des /onctions  de  plusieurs  variables  (Comptes 
l'endos  des  séances  de  l'académie  des  Sciences,  t.  LXX,  ' 
p.  749)1  DiJou  considère  des  fonctions  remarquables 
qu'il  désigne  par  Pm,ni  «f-  dont  il  donne  l'expression 
générale  sous  ta  forme 

"•■  '"'"  Ki-t--  dy"  dx"' 

(/-.)   ■ 

I^e  coefficient  Km,»  désignant  une  constante  et  m,  n 
des  entiers  positifs,  la  fonction  Pm,n  représente  nn  poly- 
nôme de  degré  m  -[-  n,  dans  lequel  l'exposant  de  x  ne 
surpasse  pas  m  ;  en  donnant  à  m  et  à  n  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  possibles,  on  obtiendra  une  série  in- 
définie de  polynômes  de  celle  forme. 

Didon  montre  que  l'intégrale 


//^^ 


„P„-.„.f/jrfv, 


étendue  sur  la  surface  du  cercle  x^-^y^  =  i,  se  réduit  à 
zéro,  à  moins  qu'on  n'ait  m  =  tri^  r=:ij';  il  trouve 
pour  l'intégrale  yyP^„</x(ir  l'expression  suivante 

'    a/n  +  i 

i.3.5...(am-t-!(/i-hO  ,  ,       , 

Jan.  (f*  Mathfmat.,  I'  série,  t.  XX.  (NoTflmhre   iRKi.)  3l 
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Eu  posant 


il  ]a  réduit  à  la  forme 


a. 4. 6. .  .(3wt-i-  1 


vl  trouve,  pourlafonctioQgénëratricedespolynâmcsPn,», 
c'est-à-dire  pour  la  somme  \     \  n'"A''Pm^„^rcxpres- 


fg*+&')(,y'-') 


-by- 


3(1  —  ft/  +v'i  —  aéj  +  ô')J 


Au  mojcu  dos  propriëlés  précédeutes,  îl  déduit  l'ex- 
pression du  coefficient  Kg,,»  dans  la  série  de  la  forme 


/C-r,j')=^A„,„P™,„. 


Les  fonctions  Pni,n  présentent  la  plus  grande  analogie 
avec  les  fonclîous  X„  de  Legendrc,  et  en  particulier 
elles  permettent  de  réaliser  un  certain  mode  d'approxi- 
mation des  fonctions  quelconques  de  deux  variables,  au 
moyen  de  polynômes  entiers,  par  rapport  à  ces  mêmes 
variables.  Les  propriétés  des  polynômes  Pm_„  sont  ex- 
posées par  DidoD  dans  le  Mémoire  intitulé  Dévelop- 
ftements  sur  certaines  séries  de  polynômes  à  un  nombre 
quelconque  de  vaiiables  [Annales de  l'École  Normale, 
1"  série,  t.  VII,  p.  247). 

Considérons  les  résultats  cités  plus  haut. 
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L'cxpi'cssion  de  l'intégralo  ff^)„,„'fxdy  et  celle  de 
la  fonction  génératrice  des  polynômes  Pm,«  dépendent  du 
facteur  constant  Kn,,,„  dont  un  choix  convenable  permet 
de  les  siinpliiier.  Si,  an  lieu  de  l'expression  employée 
par  Didon  pour  ce  facteur,  on  pose 

,  ,   j^ a"-'"fw-f-iKOT-t-3i. ..(»>  +  «) 

"■'"       «(!nH2/M-t-/n--i)(a7«  -}-rt-i-3)...(awj  +  2«  +  i 

on  aura,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  pour  l'intégrale 
yyPJ,  ,(/xi7j',  l'expression 


^^  1.3.5. ..f;tw  —  n  taw  +  aU^"'  +  3>...(aOT  +  /i-i-n^ 

plus  simple  ijae  celle  citée  plus  haut.  Far  conséquent, 
en  eOectuant  le  développement  d'une  fonction  quel- 
conque de  deux  variables  en  série  ordonnée  suivaut  les 
polynômes  Pm,n,  o»  obtient  pour  le  coefficient  du  terme 
général  une  expression  plus  simple  et  plus  commode 
pour  les  applications  que  celle  donnée  par  Didon. 

Pour  la  fonction  génératrice  des  polynômes  Pn,,n  nous 
aurons,  comme  on  va  voir,  l'expression 

(3)     [(1  _  3«^  -  3  V  +  b*){i~iby  +  6')  -  «'(7'-  Or^- 
beaucoup  plus  simple  que  celle  de  Didon  ;  elle  est  en- 
core remarquable  en  ce  qu'elle  peut  être  généralisée. 
Dounant  à  cette  expression  la  forme 

(,_ai_j--H*'r'  [i-anx-afrr-t-ft* '^'^{'~'!.ï1     '' 

'  ■'  '        |_  ■  1  — 2fr/-(-i*J 

et  introduisant  dans  l'exposant  du  second  facteur  un 
paramètre  arbitraire  ^,  on  forme  une  nouvelle  expres- 
sion 
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ou  bivii 

I   (1— a*r+fr')S[(l  — 2fl,c  — 3frv+ A*) 

qui  est  à  son  tour  la  fonclion  génératrice  des  fonctions 
plus  générales  que  je  désignerai  par  Ù„^„(x,y,  ^)  et 
qui  se  présentent  sons  la  forme 


rf., ,•■-•,/*-*"-• 

(7-- 

II-  (»'  +  r>  -  1)'*" 

Cni,n  y  désignant  une  constante.  Ces  nouvelles  fonc- 
tions Ûn,„  sont  aussi  des  polynômes  entiers  de  degré 
m  ■+■  n,  dans  lesquels  l'exposant  de  x  ne  surpasse  pas  m, 
et  le  terme^en  x"j'"  est  le  suivant  : 


■  )(M 


Les  polynômes  Vm,ii  ne  sont  qu'un  cas  particulier  de 
ces  nouvelles  fonctions  tlm,nt  1'^^  correspond  à  ^  =  o. 

Les  polynômes  Û„_„  présentent  la  plus  grande  ana- 
logie avec  les  fonctions  connues 


où  Ci  désigne  une  constante,  a.  un  paramètre  arbi- 
traire, l  un  nombre  entier  et  positif.  On  sait  que  les 
fonctions  la/  admettent   une  fonction  génératrice  très 


(' 
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si  l'on  pose 

1 

(».+  i)(M  +  3).. 

.(>i.  +  5;-o 

Mais,    en    posant  C;=  y^i  nous  trouverons  pom-  la 

fonction  génératrice  des  mêmes   polynôme»  une  autre 
expression 


a-(i  — aax-i-««)^'(i~<ix-i-v^i  —  «o^ -l- o-)""» 
moins  simple  que  la  précédente.  Ou  obtient  facilement 
cette  dernière  expression  au  moyen  de  la  formule  de 
Lagrange 


/ 


'â  =  IÏ£'!/M['(-n'i' 


où  z  est  une  fonction  de  a  et  de  x  déterminée  par  l'é- 
qualion 

s^.r-t-aç(3). 

Pour  cela,  on  n'a  qu'à  poser  dans  cette  formule 
f{^)  =  i{^'  -  ■  ).  /(^)  =  (^'  -  ')'■ 

En  ayant  égard  à  deux  expressions  précédentes  pour 
la  fonction  génératrice  des  polynômes  m/,  nous  pouvons 
écrire  les  équations  suivantes  : 

l'^     a'  .  d'(.^-0^' 

l    ^/!  a'  (x»—  O"  eu-' 

I        =2"(i  — 2aa;4- o')    *[i  ~ ax +  \/i  — '200:  +  a^j    '  , 

S~'  ^  (aj+i)f3a  +  3)  ...(aa  +  af—  I) 
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D'après  cbacuned'elles,  on  peut  déteriuiaer  la  fonction 
génératrice  pour  les  polynômes  P|„,n  et  ûiB,n. 

Pour  obtenir  celle  des  polynômes  Pm,»,  Dïdon  emploie 
deux  fois  la  formule  de  Lagrange.  Sa  méthode  peut  être 
encore  appliquée  au  calcul  de  la  fonction  génératrice 
des  polynômes  Û„^„,  c'est-à-dire  à  la  somme 


S  S- 


ft""», 


Nous  abrégerons  encore  le  calcul  si  au  lieu  de  la  for- 
mule de  Lagrangc  nous  employons  immédiatement  la 
première  des  formules  (o)  ;  suivant  la  marche  indiquée 
par  Didon,  nous  trouverons  pour  la  fonction  génératrice 
cbercbée  l'expression  qui,  dans  le  cas  ^  =  o,  se  réduit 
à  l'expression  (i)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 


—aby-hb')    •[  t  —  a:c—b_y-~-—~{i  —  bY — v'i— fc/  +  6') 

Mai'',  dans  le  cas   général,  on  obtient  une  expression 
très  compliquée  et  de  peu  d'intérêt. 

Au  contraire,  en  calculant  la  fonction  génératrice  des 
polynômes  Qj„,„d'après  la  seconde  des  formules  (5),  on 
aura  l'expression  (4)  très  simple  citée  ci-dessus.  A  cet 
elfet,  il  faut  prendre  pour  C„,„  la  quantité 


a"-"  (ri?+iUa?  +  al 

...(a?  +  m) 

(6) 

"^  (ail-l-am  +  /i-l-a)...(aJH-am+î,i-l-i)' 

qu'on  peut  encoi«  présenter  comme  il  suit  ; 

a-      (a?-nU3?  +  3)...(aS  +  am-i)r(S  +  m  +  /H-  i 
i!/.!  l'(?-rra+.) 

^     r(a?  +  ».  +  ilr(a?-i-a/«  +  ,i-^a)   . 
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(  48,  ) 
et,  ea  supposaDl  d'aLord  m  constant,  il  faut  déterminer 
la  somme 


Zn<.  (2 


l•(f  +  m-^,)  ...jf  +  m+n) 


_djuy 


a)...(a?-l-în, 


La  seconde  des  formules  (5)  donne  immédiatement 
l'expression  simple 

en  posant  dans  celte   formule  a=p-f-m4-|,   et  en 
remplaçant  les    lettres    x,   o,    /   respectivement   par 

On  n'a  qu'à  transformer  l'expression 


) 


1)^ 


etia  multiplier  par  le  facteur  (i  —  3Ô^ -H  J")~"^"  pour 
avoir  la  fonction  génératrice  demandée.  Pour  transformer 
cette  dernière  somme,  au  moyen  de  la  seconde  des  for- 
mules (5),  nous  remarquons  d'abord  qu'en  changeant  X 
en  — »  faisant  a  ^  «*  \/i  — y^  et  ayant  de  plus  égard 


ëgali'» 

( 

a.  +  i)(a.+ 

3)... (aa 

+ 

a;-i) 

(aa 

+  (  +  i)la. 

+  1+2). 

ai  +  aO 

1    (a.+ 

Ha.  +  J 

.  (a.  +  n 

(«4-,)l«  +  a)...(«H 
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cette  formule  deviendra 


jïï?   (.  +  i)i.-n)...(.  +  o  (x'+j- 


%      ""'  =  [-aa'^-»-(r--)l-'"''- 


En  supposant  ici 


et  en  changeant  les  lettres  /  et  a  respect ivemeat  en   m 
et  ^,  nous  aurons  pour  la  somme  cherchée  l'expression 

I  —  a  è/ -i- fc')'»^' [(  I  —  2«X  —  2  67 -H  6«) 


En  la  multipliant  par  (1 —  ai^j'-H  6=}-'*-^",  nous  ob- 
tiendrons enfin  l'expression  de  la  function  génératrice 
demandée  (4),  que  l'on  peut  présenter  encore  comme  il 
suit: 

(i  —  aft/+  fi')'[('  ~  "^aas  —  a  ftj  +  cr*  +  b*) 


En  posant,  dans  les  formules  (6)  et  (4))  ^  =  O)  nous 
obtiendrons  tes  formules  (2)  et  (3j. 

Donc  les  polynômes  Qm.ji  peuvent  être  déQnis  par 
l'égal  i  té 


x(i-ai/  +  6»)-«'(r'-')] 


■K) 


la  sommation  s  étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de 
m  et  n  depuis  o  Jusqu'à  l'infini.  Voici  quelques-uns  de 
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ces  polynômes  dans  les  cas  les  plus  simples  : 


".. 

=  (aJ-M)^, 

"•. 

=  =  (?  +  i).v, 

Ui 

.=  î?fi[(a?  +  3).-+,-. 

Q,, 

=  ï(3?  +  i)<?  +  fi).r,.-. 

1^, 

=  (?+.)[î(P  +  î).,'-,] 

(a3+.)(i?  +  3)„..  . 

"...  =  (?  +  3)(2?4-i)[{2?  +  3)x'.r+j'-y]. 
"...  =  ?(?  + •)(P  +  a)[3{?  +  3)^-37], 

Ces  polynômes,  ayant  la  foDction  génératrice  spéciale, 
ont  des  proprictca  complètement  analogues  à  celles  des 
polynômes  s/.  Je  ferai  voir,  dans  une  autre  occasion, 
quel(jues-unes  de  ces  propriétés. 


THfcORlR  DES  PtlNTS  SINGULIBRS  liNS  LIS  COURUS 

ALGKIRIIUKSC); 

Pai  m.  Cii.  BIEHLER. 

Troisièmk  Pabtie. 

1 .  Cette  troisième  Partie  a  pour  objet  Ja  construction 
des  lirancltes  paraboliques  fournies  par  une  direction 
'  multiple  de  points  à  l'infini. 

(  '  )   Cw'r  même  Tome,  p.  i)-. 
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Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  la  direction 
donnée  est  celle  de  l'axe  des  j^-. 

I. 
Soit  toujours 

lF(^,.r)^/„C^,/) 
^  ' }  +/«,-..(J-.  V)  +  ■  ■  ■  +A(^>.v)  +/.  =  o 

l'équation  de  la  courbe,  dans  laquelle  les  groupes  homo- 
gènes ont  été  mis  en  évidence  et  leur  degré  marqué  par 
l'indice  de/", 

Coupons  la  courbe  par  la  droite  x=  ^t  et  formons  le 

faisceau  des  droites  qui  joignent  l'origine  aux  points 
d'intersection  de  la  droite  et  de  la  courbe.  Il  suffit,  pour 
_cela,  d'éliminer  z  entre  les  équations 

/«(^,r)  +  -/«-.(-^.r)-Hz>/,„_,(x,^)+...4-=V.=^o. 


On  obtient  ainsi  pour  l'équation  du  faisceau 


Soit  t  l'inverse  du  coefficient  angulaire  de  l'un  quel- 
conque des  rayons  du  faisceau,  on  aura 


Remplaçant,  dans  (  2  ),  x  par  cette  valeur  et  divisant  les 
deux  membres  par^™,  il  viendra 

)-i-X//-„_,((,  I) 
-i-XVV„..,{/,  i)-i-...-t-i'"('"/ii  — o- 

ou,  en  posant  d'une  manière  générale J'^{t,i)t=:!f^[t], 
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l'équation  (3)  pi-eudra  la  forme 

2.  Lorsque  la  droite  ^^7  s'éloignera  indéSnimeut 

de  l'origine,  c'esl-à-dire  lorsque  X  tendra  vers  zéro,  une 
ou  plusieurs  valeurs  de  t  devront  tendre  vers  zéro,  s'il 
existe  des  branclies  paraboliques  dans  la  direction  de 
l'axe  des^j-. 

Or,  l'équation  (4)  développée  devient 

i  ?™(o)  +  (•:„(o)  +  7^'p;,(o)+.  ..+^y^'(o) 

'  -(-l"-'("'-'[ç,{0)-(-(o',(0)]+).'«('«Ç(,  =  O. 

Il  faut  donc  que  foi{o)  =  o  et  ^^(o)  =  o,  pour  que 
réf|uatioii  (5)  puisse  être  satisfaite  pour  un  système  de 
valeurs  infiniment  petites  de  X  et  de  t,  c'est-à-dire  que 
la  direction  de  l'axe  des^  soit'une  directio»  double  de 
points  à  l'infini,  ce  qui  est  bien  connu.  L'équation  (5), 
dans  cette  bypotlièse,  devient,  après  avoir  été  débarrassée 
du  facteur  t, 

**^'i  +'■[?«--.(«)  M- '?«-,(o) -h. ..]+■■. 

f  ^X"'-'(«-'[çiCo)  +  i?;(o)]-HX'«f"-'ç,  — o. 

On  peut  écrire  cette  équation  sous  la  forme 
on  en  tire 
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a  et  ^  sont  des  sommes  de  termes  qui  renferment  tous 
soit  t,  soit  \  en  facteur. 

Quand  ).  tend  vers  zéro,  une  seule  racine  t  de  l'équa- 
tion (6)  tendra  vers  zéro,  et  la  formule 

1  =  -.    ?"-(")    ^x 


(8) 


;?:«(») 


en  donni;  une  valeur  approchée,  en  supposant  que  y'„  (o) 
et  f„_t  (o)  soient  diitérents  de  zéro. 

L'interprétation  géométrique  de  ces  résultats  est  très 
simple. 

Soit  OA  (Jîg-  i)  la  quantité  ^;  à  mesure  que  X  di- 
minue, la  droite  ÂM  parallèle  à  l'axe  desjf^  s'éloigne  de 


'\ 

"  if 

i 

Â 

;A-c 

l'origine^  sur  cette  droite  se  trouve  un  point  M  de  la 
courbe  qui  est  donné  par  l'intersection  de  AM  avec  un 
rayon  OM  très  voisin  de  Oj';  ce  rayon  a  pour  coefficient 
angulaire  l'inverse  de  la  racine  infiniment  petite  repré~ 
sentée  parla  formule  (8).  Quand  \  diminue,  le  point  M 
engendre  la  branche  M\,  et  la  région  dans  laquelle  se 
trouve  cette  branche  est  donnée  par  le  signe  du  rap- 


port ^ 


-.(o) 


Lorsque  \  change  de  signe,  la  r 
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nimcnt  putîte  change  aussi  d«  signe  et  donne  la  branclio 
M'N'  située  de  l'autre  côté  de  l'axe  An  y.  La  6gure  est 
construite  dans  l'Iijpotlièse  où  le  coefficient  de  X  dans  la 
formule  (8)  est  positif. 

Supposons  maintenant  que  fm-i{o)  soit  toujours  dif- 
férent de  zéro  et  qu'un  certain  nombre  de  dérivées  de  la 
fonction  fn,(^)  soient  nulles  pour  t  =  o;  soient 

Tm(o)  =  o.      ■  ■  ■  >     ¥«""(<>)  =  o     et    9;2'(o)^o- 
L'équation  (6)  prendra  la  forme 

(9)        r,-.|^I^  +  .j  +  X[.„-,(<>)  +  P]  =  », 

3  et  ^  renfermant  dans  tous  leurs  termes  soît  t,  soit  \  en 
facteur. 

Si  9  —  I  est  impair,  une  seule  des  tj  —  i  racines  infi- 
niment petites  de  l'équation  (g)  qui  tend  vers  zéro  en- 
gendre une  courbe  dont  la  forme  générale  est  analogue  à 
celle  de  ^^fig-  i  • 

Si  y  —  1  est  pair,  deux  des  racines  de  l'équation  (9) 
sont  réelles  ;  elles  sont  de  signes  contraires,  mais  il  faut 


pour  cela  que  \  ail  reçu  une  valeur  dont  le  signe  soit 
celui  du  rapport  —  ~,Z,^,  dans  ce  cas,  la  courbe  af- 
fecte  une  forme  semblable  à  celle  de  \»Jig-  2- 
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•i.  Supposons  maÏDienaDt  que  <fm~t  {<>)  =  o. 

L'équation  (6)  ne  sera  satisfaite  pour  de  petites  va- 
leurs de  X  et  de  t  qu'autant  que  fn{o)  =  o,  <f'„{o)  =  o, 
Y^(o)  =  o;  c'est-à-dire  que  la  direction  de  l'axe  des_y 
doit  £tre  triple. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (6)  prend  la  forme 


I  I  .a.c 


;(o)- 


.]..!,.- 


,(o}  +  ?]  = 


et  l'on  obtient  encore  des  branches  paraboliques  ana- 
logues à  celles  de  la  /ig.  i . 

Mais  si  y„_,  (o)  =  o  avec  f'„_,  (o)  =  o,  et  s!  o^,  (o) 
est  aussi  nul,  l'équation  pourra  s'écrire 


cl  la  racine  infiniment  petite  t  engendre  les  branches 
MN,M'JV' (_/!§■.  3),  situées  de  pan  cl  d'autre  de  l'axe  des  ^ 
iH  dans  des  régions  opposées  du  plan;  \ajig.  3  a  été  con- 

Fig.  3. 


struitc  dans  l'hypothèse  où  le  rapport  - 
gatif. 


?;(o) 


D.nt.zedbïGoOglc 


(  495  ) 
\.  Considérons  maintcDant  te  cas  où  l'o»  a 

fm{0)  —  O,      iJ.;„(0)  =  O,      f'„(o)=0, 

■?7«(o)  =  o,    ç;;,(o)=>o, 
?m-,(o)=o,   Ym_,(o)=^o,   ç"„_,(o)5o  svec  f™_,(o)$o; 

l'équation  (6)  deviendra 

I..)       ,.?"<">  ,  ^ ;?'-■(")  1  :.*.       (o^  +  v-o 

Y  étant  une  somme  de  termes  qui  sont  tous  infiniment 
petits  devant  les  trois  premiers. 

Si  l'on  pose  f  ^-rX^i  l'équation  (ii)  aura  tous  ses 
termes  divisibles  par  X*  et  pourra  s'écrire 

y"  étant  une  somme  de  termes  qui  renferment  tous  X  eu 
facteur. 

Quand  X  est  très  petit,  la  fonction  t  a  une  valeur  aussi 
voisine  que  l'on  veut  de  la  valeur  de  l'une  des  racines  de 
l'équation  du  second  degré 


(.3) 


=>2^  +  .2^'m(21  +  ç_.(o)-..o. 


Soient  Tq  et  Xt  les  racines  de  l'équation  (i3). 
Si  To  et  T,  sont  réelles  et  inégales,  les  valeurs  des  deux 
racines  de  l'équation  (i  i)  qui  tendent  vers  zéro  sont 

/  =  T,  xi,       (  =  1|XX. 

Si  To  et  T|  sont  de  même  signe,  on  obtient  une  dispo- 
sition des  brandies  analogues  à  celle  que  présente  la 

A--4- 

Si  Ta  et  T|  sont  de  signes  contraires,  on  obtient  la 
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La^g.  4  a  été  construite  dans  l'iiypothèse  où  Tg  et  T| 
sont  positifs. 

Si  les  racines  de  l'équation  (i3}  sont  imaginaires,  il 


Fis.  J 


Ke-5. 


"Vi 

Jf 

i  7 

mV 

/m 

A'! 

■A. 

J: 

/f 

■   n\ 

n'y  a  pas  de  brandie  parabolique  réelle  dans  la  direc- 
tion de  l'axe  des_j'. 

Enfin,  si  les  racines  de  l'équation  (i3)  sont  égales 


Fis.  fi- 


y 

// 

|a 

■ 

entre  elles,  l'équation  (13)  pourra  se  mettre  sous  la 
forme 

T\i(o)(x-T„)'-t-AX  +  BX'-t-...^o; 

les  deux  valeurs  de  t  qui  ont  pour  limite  Tq  ont  donc 
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pour  valeurs  approcliées 


--'•"^s/^y 


V   f™(o) 


Ces  deux  racines  donnent  naissance  aux  branches  para- 
boliques de  itt/îg-  6- 


S.  La  discussion  complète  de  l'équation  (6)  dans  le 
cas  où  fni-a(o)  est  diJTerent  de  zéro  se  fait  comme  la 
discussion  de  l'équation  (17)  de  la  première  Partie (') ; 
nous  n'insisterons  pas  davantage  et  nous  nous  bornerons 
à  remarquer  que  cette  étude  ne  nous  donne  que  deux 
nouvelles  formes  de  courbes,  comme  nous  l'avons  déjà 
vu  pour  les  branches  qui  se  croisent  à  l'origine  :  ce  sont 
celles  que  présentent  lajlg.  7  et  8  ;  elles  sont  fournies 


par  des  valeurs  approchées  des  racines  de  l'équation  (6), 


(')  Voir  JVouvelU)  Annales  de  Itfathimatique»,  a'  série,  l. 
(novembre  1880). 
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pour  des  valeurs  paii'es  de  n;  \a  Jig.  7  convient  au  cas 
où  To  et  T,  sont  de  même  sigue,  et  ta  fig.  S  au  cas  où  To 
etT|  sont  de  signes  contraires.  Dans  \^fig-  8,  les  quatre 
branclies  MN,  M'R',  M,N,,  M',N',  sont  fournies  par 
quatre  racines  didërentes;  dans  \a  fig.  7,  au  contraire, 
deux  racines  infiniment  petites  fournissent  les  quatre 
branches. 

Nous  allons  passer  maintenant  au  cas  où  la  direction 
multiple  des  points  à  l'infini  est  autre  que  celle  de  l'axe 
des^.  (j4  suivre.) 


THBOR&MIS  SUR  LES  COIRBES  AL8ÉBRI4UE&} 
Par  m.  WEILL. 


Considérons  une  courbe  algébrique  représentée  par 
l'équation 

?™  {^<y)  -+-  ?«i-i  (-T.  /)+■■■  -1-  ?.—  o. 

Cherchons  les  abscisses  des  points  où  elle  est  rencon- 
trée par  nnc  droite 


l'équation  qui  donne  ces  abscisses  sera 

-H  a:™-'    ~«„-f-  ba„_.  +  ta™_, }  + 

\3  ■  ■  ■     7 

Désignons  par  XigXg^. .  -^Xn,  les  racines  de  celle  équa- 
tion ;  la  somini;  des  rarrés  di's  différences  de  ces  racines 
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prises  flctix  il  dtiux  est 

—  2/«(X|a-i  +  , 7-,. r, -;-... )  —  ^'- 

La  soniDie  des  carrés  des  distances  mutuelles  des 
points  de  rencontre  de  la  sécante  avec  la  courbe  est 
(■gale  à  A*(i  -h  a'),  c'est-à-dire  à 


-■)(&?:,,+?.»->' 


-?«-^ft?; 


Nous  allons  tirer  quelques  conséquences  de  cette  for- 
mule. Elle  montre  d'abord  que  si  l'on  coupe  par  une 
droite  une  série  de  courbes  dans  lesquelles  les  termes  de 
degré  le  plus  élevé  m,  ainsi  que  les  termes  de  degré 
(m  —  i)  et  (m —  2)  sont  les  mêmes,  la  somme  des  car- 
rés des  distances  mutuelles  des  points  où  la  sécante  n;u- 
contre  chacune  des  courbes  est  la  même.  Chercbons  les 
courbes  pour  lesquelles  la  somme  des  carrés  des  distances 
mutuelles  des  points  de  rencontre  avec  une  série  de  sé- 
cantes parallèles  reste  la  même  ;  il  faudra,  dans  la  for- 
mule, annuler  le  coefËcient  de  6^  et  celui  de  A.  On  a  alors 
les  relations 

('"-')(?;„)=-/'«?„,?;,= o, 

On  en  déduit 

■,,„=(kx-i-lf)'", 

Par  une  transformation  de  coordonnées,  on  peut  rame- 
ner l'équation  de  la  courbe  à  la  forme 

>-"'  +  'î'«-i(-r.,>-)4--..^0. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 
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THÉOHfeME.  — Lorsque  l'étjtuition  d' une  courbe  peut 
se  ramener  à  Informe 

7""+  o„_,(j,7}  +  . .  .  —  o, 

la  somme  des  carrés  des  distances  mutuelles  des  points 
oit  une  sécante  rencontre  celle  conrhe  reste  constante 
quand  la  sécante  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 
Les  courbes  dont  l' équation  réduite  est  de  la  forme 
indiquée  sont  les  seules  qui  jouissent  de  celte  propriété 
géométrique. 

Remarque.  —  On  peut  observer  qm;,  pour  les  courbes 
<loDt  ils'agitje  centre  des  majennes  distances  des  points 
où  une  sécante  quelconque  rencontre  la  courbe  est  sur 
une  droite  fixe. 

Si  l'on  ckerclie  les  conditions  pour  que  la  somme  des 
carrés  des  distances  des  points  où  une  sécante  rencoutre 
une  courbe  soit  nulle,  on  trouve,  d'après  la  formule  éta- 
blie plus  haut,  qu'il  faut  que  l'on  ait  pour  forme  réduite 
de  l'équation  de  la  courbe 

et  l'on  a  le  tliéorémc  suivant  : 

THéoiiÈME.  —  Etant  donnée  une  courbe  dont  l'équa- 
tion réduite  est 


!  des  carrés  des  dislances  mutuelles  des  points 
où  une  sécante  quelconque  rencontre  la  courbe  est  tou- 
jours nulle,  et  c'est  la  .feule  courbe  jouissant  de  cette 
propriété. 
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EXERCICKS  DE  CUCIIL  ALGEBRIQUE; 

Par  m.  s.  REALIS. 

1 .  QuESTiOK .  —  Désignant  par  P  la  somme  de  deux 
carrés  premiers  entre  eux,  et  par  n  un  entier  positif 
quelconque,  démontrer,  par  un  calcul  direct,  que  le 
nombre  gP"  est  la  somme  de  trois  carrés,  premiers 
entre  eux  par  rapport  à  P. 

Solution.  —  Soit  V  =  p^  -h  y*.  On  a,  pour  les  pre- 
mières valeurs  de  n, 
gP  =(a/n-7)'+:i(/.— ç)'-h(;)-l-27)», 

9  P'= 4  {p^-^pq  —  7*)'  +  4  (/■*  —  a/"7  —  ?*)'  +  (/>'  +  ^pq  —  ?*)■ 

9  P'=(a/)*4- 3/)'7  —  G/jg-'— 9')'+ 4  (/j'— 3/»*7  —  3/>7'-t- 7=)' 
+  (p'  +  6/>V  —  Vy" ~  »?')'. 

-i-^{p^~-  ^p'q ~  6p*q^  -h  ipr]"  -h  q'')' 
H-  (p*  -i-  8/.'^  —  6p'q'  —  Spq^  —  7')', 
9  P^  —  i^p'-h^p'-q  —  ao/>V—  'O/»'?'  +  'o/"/'  -^  '/')' 

-h(p'-h  io/>V/  — io;>V— 2o/»'(/'+5/>7*-4-2  7»)S 

La  formule  géDérale,  constituanl  la  solution  de  la 
question  proposée,  est  comme  il  suit. 

Soient  n,  n,,  n^,  n^,.  ..  les  coefScieiits  binomîaux, 
en  sorte  que 

et  soit  fait,  pour  abréger, 
Q  ^  2/)"+  «/>"-*7  —  2n,/)''-'7'—  n,p"-'q^-f-2n,p--^q^+  ..., 

s  ^/j"  4-  an/*™-' 7  —  «,/»"-'(/'—  2n:p-'^q^+  nip''-*q^^  ...  ; 
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Oïl  aura,  pour  toute  valeur  entière  et  positive  de  n, 

Note.  —  Pour  éviter  tout  malentendu  dans  l'applica- 
tion de  la  formule  géoéralo,  nous  ajouterons  les  observa- 
tions suivantes  : 

i"  Dans  les  polynômes  Q  et  S,  les  signes  des  deux 
premiers  termes  sont  positifs,  ceux  des  deux  termes  sui- 
vants sont  négatifs,  ceux  du  cinquième  et  du  sixième 
termes  sont  positifs,  et  ainsi  <le  suite,  eu  alternant  de  deux 
en  deux  termes.  Dana  le  polynôme  R,  le  signe  du  pre- 
mier terme  est  positif,  ceux  des  deux  termes  suivants 
sont  négatifs,  ceux  du  quatrième  et  du  cinquième  terme 
redeviennent  positifs,  et  ainsi  de  suite. 

a"  Dans  le  polynôme  Q,  les  coefficients  H»m+,,  d'in- 
dice impair,  sont  multipliés  par  a;  de  même,  dans  le 
polynôme  S,  pour  les  coefficients  «sm,  d'indice  pair. 
Dans  l'expression  de  R,  les  coefficients  n,  «),  /ij,  ...  se 
suivent  tels  qu'ils  se  présentent  dans  le  développemeul 
du  binôme,  au  signe  près. 

La  vérification  de  la  formule  en  question  est  un  utile 
exercice  que  nous  proposons  aux  jeunes  élèves.  On  peut 
y  procéder  de  deux  manières,  savoir  :  en  constatant  di- 
rectement qu'il  y  a  identité  entre  les  deux  membres 
développés,  ou  bien  en  faisant  voir  que,  si  la  relation 
subsiste  pour  une  valeur  donnée  de  h.  elle  subsiste  encore 
pour  les  valeurs  n-t-  i ,  n  -f-  2, .  . , , 

2-  Oiaugeons,  dans  les  identités  ci-dessus,  q  en 
V  yj — '  ^  ''  nous  viendra 

*)  ip^—'/-}--^{^p-^  <i  V''—'}*  +  'i  {p  —  'i  v'— ')V  (/^  -I-  27 v'^}*- 

et 

9(/''-7')"-  [/''-i-  i's'  —  'Y+^Ip'-    7''\'^;'-i-(/'"+?''v-^}'- 
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l/,tf'tp'',  (}",  p"',  y"' étant   détermines   directement   en 
fonction  de  p  kI  q. 

Moyennant  des  valeurs  convctiables  de  ^  ^^  ?)  l'ex- 
pression/;'—  y'  peut  représenter  tont  nombre  impair 
donné;  on  a  donc  ce  théorème  que  :  la  puissance  n'^"" 
d'un  nombre  impair  quelconque,  étant  multiplice 
par  9,  est  la  somme  des  carrés  de  trois  nombres  entiers 
complexes^  que  l'on  peut  déterminer  directement. 

En  partirulîor 

9(2/)  — i)=:[a/)  +  (;^— i)v''^]V4[/>-(;»— i)v— ^J* 
+  ["  +  a(/>-')v^'. 

+  4[(2/j«— a/.  +  I)  —  a/?  (;.  -  i)v/--i  J" 
-t- [(3/>'— 3/»  +  1)  +  V  (/' ~  I)  v'— "]*■ 
L'identité 


en  y  désignant  pai*  x  un  nombre  entier  quelconque, 
exprime  une  proportion  plus  générale,  à  savoir  que  : 
tout  nombre  entier  est,  par  une  décomposition  directe, 
la  somme  des  carrés  de  trois  nombres  rationnels  com- 
plexes. 

On  peut  aussi  écrire 

Nous  n'avons  pas  besoin  de  rappeler  que  l'on  entend 
parnomJ/'eraf(o/ine/cowi/;/ea:erexpressiona-f-  b  \j —  i, 
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dans  U(]u<'Ile  a  et  b  sont  des  quantités  rationnelles.  Si 
a  et  b  ont  des  valeurs  entières,  la  même  expression 
prend  le  nom  de  nombre  entier  complexe. 

3.  Des  relations  inscrites  au  n"  1 ,  on  passe  facilement 
aux  suivantes  : 

i8P  =(3^-7)'  +  (4?)'+(3,.-i-7)». 

18  P'  =  (3/»'-  ipq  -  3ç')'+  (8/.7)»  +  (Zp^-tpq  -  3^»)', 

18  P»  =  (3/»'— 3/>'7  —  9/)y'-(- ç>)' +  [45r  (3/)'— /)]» 

-h  (3/>'  +  ip'q  —  ^pq^—q^Y, 
i8  P*  —  (3^*—  4/*=^  —  i8/i'9' -H  4/>7' 4-  3?')' 

H-[i6/>7(p'— 7')]' 

4-  (3p'-i-  4/>V/  —  i8;?V—  4/»?*—  3^')', 
18  P'^;  (3/)' —  Syj'y^  30/1*7*+  io/)'7'+i5/'7'  —  y')' 
+  [47(5/.*—  io/)V/'  +  7')]' 
+  (3/>*+  5/)'y  —  3o/J*r7'—  io/i'7'+  i5/)7'+7')', 

dont  nous  laissons  au  lecteur  ie  soin  de  formuler  la  loi. 
Elles  renferment,  comme  on  voit,  la  solution  d'une 
question  analogue  à  la  précédcute. 

On  obtient  ici,  en  particulier,  l'identitc  assez  remar- 
quable 

3(6/>-0^-i;/'-(3/.-0v'=^?+(4/')'+[/'-+-C3/>-i)v^7J», 

comprise,  du  reste,  dans  la  formule 

37(6/?— 7)=[/.— (3/)— 7)v'— i]*-i-(4/')'+[/'+(3/'  — ylv— ', 

4.  On  a,  par  identité. 


Pet  R  étant  les  mêmes  quantités  que  ci -dessus  (n' I), 
elT  se  déduisant  de  R,  par  le  change  ment  de  yen  — 7. 
Ecrivant 

gP".    4R>  +-4T'+P", 
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il  en  résulte,  dans  le  cas  où  n  est  un  nombre  pair,  une 
nouvelle  solution  du  la  question  considérée  au  n°  1 . 
11  se  présente  ici  l'égalité  évidente 

2  (2/.  _!)  =  [/,_(/,-  ,)^'^p+  [/>  +  {p-  Ov'—  0*. 

par  où  le  douLIe  de  tout  nombre  impair  est  représenté 
par  la  somme  des  carrés  de  deux  entiers  complexes  con- 
jugués; et  l'on  a,  de  même, 

3.3  (2/,- !)  =  [(/)+ i)-(;>-a}v'^=4-[(/.  +  i)  +  (/>-a)v'^?, 
2.5(a/.-i)^f(;)-l-2)-(/,-3)v-T]V[(/'-(-2)  +  (/»-3)v''^]% 
2.7(2/)-0  =  [(/>  +  3)-(/'-4)v^=n'  +  [(/'  +  3)  +  (;i-4)v'^'» 

2(2A-i)(V'-i)=[(p  +  A-i)-(/.-A)v'=Tl* 
+  [(/- -t- A -!)  +  {/>- A)  V^-']". 
ou,  sous  forme  plus  simple, 
Bj^v  =  [{x  +,r)  _(jr  -/)  v'^]'  +  [{-r  +  j-}  +  {x -yyW^]'- 

5,  Les  résultats  qui  précèdent  peuvent  être  généra- 
lisés à  diirérents  points  de  vue,  ce  qui  fournira  de  nou- 
veaux sujets  d'exercices  pour  les  élèves, 

IVous  nous  bornons  ici  à  remarquer  que  les  formules 
relatées,  étant  de  simples  identités  algébriques,  sont  in- 
dépendantes de  toute  liypoihèse  préalable  à  l'égard  des 
quantités  p  et  if.  Les  formules  générales,  où  n  reste  in- 
déterminé, sont  même  indépendantes  de  la  condition 
que  n  soit  un  entier  positif,  puisque  les  relations  éu- 
blies  entre  les  coefficients  binomiaux  n,  ni,  n^,  rij,  . . . 
ressortent  des  opérations  à  faire  pour  la  vérification  des 
mêmes  formules,  et  ne  sont  pas  une  conséquence  de  l'by- 
pothèse  que  n  soit  entier  et  positif.  Il  sufSt  donc,  pour 
que  l'égalité  subsiste  entre  les  deux  membres  de  chaque 
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lormu]e générale,  que  tesdéveloppcmenlsvn  séik- sok-iii 
convergents.  Or,  lorsque  n  n'est  pas  un  entier  positif,  lus 
séries  illimitées  Q,  R,  S,  T  sont  visibtemcut  conver- 
gentes, toutes  les  fois  que  le  développement  de  P"  est 
lui-même  convergent. 

Considérons,  par  exemple,  la  formule  générale  du 
n"  4,  relative  à  la  décomposition  de  aP"  eu  dt;«\  carrés, 
et  écrivons 

^   V        p'       p'       p"        I    ' 
V        p         p*        p'         ) 
\       P       V        ?.        )    '^ 

où  l'on  suppose  p^  ^  (/*.  La  relation 

2P'  =  R"-hT" 
aura  lieu  îdcatiquement  entre  les  quantités/?  et  q,  quelle 
qu^soit  la  valeur  réelle  de  /i  ;  il  en  sera  doue  de  même 
à  l'égard  de  la  relation 

2P-  =  R'-i-T', 
que  nous  avons  rapportée  ci-dessus,  en  y  considérant  n 
c^mme  entier  et  positif. 

SVR  LE  I0VVEH8NT  TBRTfCAL  BUIÏ  POINT  PISANT 

DANS  m  MILIEU  RÉSISTANT; 

Far    m.    M*rmcE    D'OCAGNE, 

Éliîïe  de  l'Krole  l'oIy:erhniqui;. 


1 .  On  sait  que  la  loi  du  mouvement  vertical  d'un  point 
pesant  dans  un  milieu  résistant  est  diflerente  selon  que 
le  mouvement  est  descendant  ou  ascendant. 
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Cette  Note  a  pour  but  de  faire  connaître  uiie  propriété 
commune  à  ces  deux  mouvements.  Cette  propriété  n'est 
autre  que  l'expression  de  la  loi  qui  lie  les  espaces  par- 
courus par  le  mobile  dans  des  temps  égaux. 

Nous  supposons  la  résistance  du  milieu  ambiant  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  vitesse. 

2.  A/ouvetnftnt  descendant.  —  Considérons  les  espaces 
successifs  parcourus  parle  mobile  pendantdes  intervalles 
de  temps  égaux  t.  Soient  «„_,  et  a„  deux  de  ces  espaces 
consécutifs.  En  appelant  g  l'intensité  de  la  pesanteur 
dans  le  vide,  K  la  constante  de  résistance  du  milieu  con- 
sidéré, nous  avons  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  somme  e  "'  -f-  e  "'  est  constante  et 
indépendante  de  la  vitesse  initiale  du  mobile. 

En  appelant  vt  la  vitesse  initiale  du  mobile,  on  sait 
que  la  loi  du  mouvement  descendant  est  donnée  par  la 
formule 


que  nous  pourrons  écrire 


]Nous  poserons,  pour  simplifier  l'écriture,  ^=f, 
cette  formule  deviendra 


(I)  aK.S^  t'CK  +  ..,)  +.-<(K  -  c-„). 

Si  2  et  I  sont  pris  pour  représenter  l'espace  et  le 
temps  correspond  a  m  au  point  de  séparation  des  segments 
ac„  ,   et  a„,   nous  avons,   par   application    de  la    for- 
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mule  (■), 

■iKir~i^~=^  t'-'(K  +  r,)  +  i-"-)(K---  r„) 
cl 

aK.'^"^  .'-(K -f- r,)  +  i-""'(K.- .■„). 
Additionnons  ces  deux  dernières  égalités  membre  à 
membre;  il  nous  vient 


îk(,'  i""'  +  .'"^j  =  [.'(K  +  .-.)  +  .-'(K- „,)](.'  +  .-). 

Divisant  cette   égalité    par  l'égalité  (i),   membre  à 
membre,  nous  avons 


ou  encore 

La  valeur  du  second  membre,  ne  dépendant  que  de 
quantités  fixes,  est  constante.  De  plus,  la  valeur  de  celte 
constante  est  indépendaule  de  la  vitesse  initiale  r«.  Le 
ibeoréme  est,  par  suite,  démontré. 

Remarque.  —  En  appelant  a  l'cspaoe  parcouru,  au 
bout  du  temps  t,  par  Je  mobile,  à  partir  de  sa  position 
initiale,  lorsqu'on  le  laisse  tomber  sans  lui  imprimer  de 
vitesse,  on  a 


tzedbïGoOglc 


(  ^'«t  ) 

On  a  aiusî  une  nouvelle  expression  de  la  constante 

3.  Mouvement  ascendant.  —  En  conservant  aux  di- 
verses lettres  la  même  signification  que  dans  le  numéro 
précédent,  on  a  encore  : 

Thëorèmb.  —  La  somme  e  "'  -|-  e"'  est  constante 
et  indépendante  de  la  vitesse  initiale  du  mobile. 

On  sait  que  la  loi  du  mouvement  ascendant  est  don- 
née par  la  formule 


3  ^  ;:_  log  - 

g 

que  nous  pouvons  écrire 


,.£'. 


Si  z  et  t  sont  pris  pour  représenter  l'espace  et  le 
temps  correspondant  au  point  de  séparation  des  seg- 
ments a„_,  et  «A,  parcourus  consécutivement  par  le  mo- 
bile dans  le  temps  r,  nous  avons,  d'après  la  formule  (a), 

Ke      ^'      —Cjsin^  ((  —  ■:)  +  Kcos^(f  —  ■:), 


Additionnant  ces   deux  égalités  membre  à  membre, 
10  us  avons 

/  *!£:i'^       '■"T'-\  .    et       s~  St        et 

\\e      *■        -ve     *■       J::^2CoSin^cOS^-t-2kcOs2^COS^ 

-^cos-j^l^^.sm^  +  Kcos-j^j. 
Divisons  cette  dernière  égalité  par  l'égalité  (  ■a)  membre 
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à  membre,  il  nous  vii-nt 


La  valeur  du  second  membre,  ne  dépendant  que  de 
quantités  fixes,  est  constante.  Déplus,  la  valeur  de  cette 
constante  est  indépendante  de  la  vhesse  initiale  vg.  Le 
titéorème  est  donc  démontré. 

Nous  mettrons  cette  constante  sous  une  forme  qui  se 
rapprochera  plus  de  celle  que  nous  avons  obtenue,  dans 
le  cas  du  mouvement  descendant,  en  remarquant  que 


ç^f-. 


^.-^•^. 


■i.  Résumé.  —  En  définitive,  lorsqu'un  point  pesant  se 
meut  verticalement  dans  un  milieu  résistant,  dans  un 
sens  ou  dans  l'autre,  ou  a 


la  constante  C  étant  indépendante  de  Vf 
Posant,  d'une  manière  générale, 


nous  écrirons  la  formule  précédente 


Nous  avons  donc 


=:^  +  E,-=c, 
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d'où 

De  même, 

E.  =  C--'-=C '— , 

et  encore 


Nous  voyons  ainsi  comment  sont  liés  E„clE,,  et  par 
suite  ix,i  et  a,. 


CONCOURS  D'AMISSIdN  A  ItCOLB  NAVALB  EN  1881. 

Composition  de  Géométrie  et  Statique. 

1°  Oéométrie.  —  Exposer  brièvement  la  suite  des 
théorèmes  qui  conduisent  à  la  mesure  du  volume  d'un 
parallélépipède  quelconque;  faire  ressortir  l'enchaine- 
ment  du  ces  propositions;  insister  sur  ce  qu'on  entend 
par  la  masure  d'un  volume. 

Comme  application,  calculer  le  poids  d'un  parallélé- 
pipède rectaugle  dont  la  hauteur  h:=  i^^SSa,  dont  la 
base  B^  2'°i,36524t  ^^  dont  le  poids  d'un  décimètre 
cube  est  o''*,66i. 

a"  Statique.  —  Soit  un  triangle  équilatéral  pesant. 
ABC,  dont  le  côté  est  égal  à  a,  et  qui  n'est  susceptible 
de  se  mouvoir  que  dans  un  plan  vertical.  Au  milieu  M 
du  côté  AB,  on  attache  un  fil  de  longueur  OM  =  /,  dont 
l'autre  extrémité  est  fixée  en  un  point  O  d'un  mur  ver- 
tical V\'-,  la  U;nsion  du  fil  donne  lieu  à  une  fnrce  T  ap- 
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pliqu^e  en  M  au  triangle  ABC  dans  la  direction  de  MO; 
le  sommet  A  s'appuie  sans  frottement  sur  1^  °^ur  verti- 


cal VV,  c'est-à-dire  que  la  réaction  du  mur  donne  lieu 
à  une  force  normale  N,  applicjuée  au  sommet  A. 

On  dvmande  de  trouver  les  positions  d'équilibre  du 
triangle  ABC. 

Tracé  graphique. 

Étant  donnés  un  point  (a^t/)  et  une  droite  (BiB*}, 


T7 
/ 


dont  les  positions  sont  déterminées  comme  il  suit  ; 
aa^o", oao,  ap  =  o'',ooZ5,  P  =  56",3o, 
ïa'i=o'",o5o,     aç— ©".oiSS,     Q^fio", 
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i"  IMetier  par  le  point  ((ta')  une  droite  (XX')  perpen- 
diculaire à  la  droite  (BB'}  et  faisant  avec  la  ligne  déterre 
un  angle  u  =  49°) 

a°  Construirelapluscourte  distance  de  la  droite  (BB') 
et  de  la  droite  (  XX')  ; 

3°  Construire  sur  cette  plus  courte  distance  et  sur  les 
deux  droites  (BB*),  (XX')  un  parallélépipède  rectangle, 
dont  les  càtés,  pris  respectivement  le  long  de  (BB')  et 
de  (XX'),  aient  pour  longueurs  o^joSo  et  o",o35. 

Remarque.  —  Le  problème  admet  plusieurs  solutions  ; 
on  choisira  celle  des  droites  (XX')  qui  est  la  moins  in- 
clinée sur  le  pian  horizontal,  et  pour  parallélépipède 
celui  qui  est  le  plus  en  haut  et  à  gauche. 

Composition  d'Arithmétique,  d' Algèbre  et  de  calcul 
de  Trigonométrie  rectiligne. 

1°  Arithmétique.  —  Calculer  le  volume  qu'occupent 
565"*  en  pièces  d'argent  de  a'^''  et  de  i'',  sachant  que  la 
densité  de  l'argent  est  10,47,  *^'  l*"^  celle  du  cuivre  est 

8,95. 

a"  Algèbre.  —  Etant  données  l'équation  du  second 
degré 

y-H(i  — e')^'  — a'(i  — e') 

dans  laquelle  a  et  e  sont  des  constantes,  e  étant  plus  petit 
que  I ,  et  aussi  les  deux  relations 


dans  lesquelles  r  et  ,V_30ut  deux  nouvelles  variables, 
exprimer  le  plus  simplement  possible  r  en  fonction  de  V, 
et  déterminer  les  valeurs  de  V  pour  lesquelles  r  atteint 
ses  valeurs  maxima  et  mïnima. 

^•m.  dt  ttttthfm.,  3*  srrU,  t.  XX  (Notembra  iSSi)-  33 
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3°  Calcul  numérique  de  Trigonométrie. — On  donne 
dans  le  triangle  ABC 

a  =^857"",  649, 
c  =  7o3'",6a5, 
B:=39'>47'56'. 

Calculer  les  autres  éléments  et  la  surface. 


PROPOSlTItKS; 

Par  m.  LIONNET. 


I.  L'unité  est  le  seul  nombre  triangulaire  égal  a  la 
somme  des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs. 

n.  Dix  est  le  seul  nombre  triangulaire  égal  à  la  somme 
des  carrés  de  deux  impairs  consécutifs. 

III.  Un  et  cinq  sont  les  deux  seules  sommes  consécu- 
tives de  deux  carrés  d'entiers  consécutifs  dont  le  produit 
égale  une  somme  de  deux  carrés  d'entiers  consécutifs. 

IV.  Quand  un  nombre  triangulaire  T  égale  le  produit 
de  deux  entiers  consécutifs  dont  le  plus  petit  est  double 
d'un  triangulaire,  4T-!-  i  est,  ainsi cpie  sa  racine  carrée, 
la  sotmne  des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs. 

Il  en  résulte  que,  pour  T  =  o  et  T  ^  6,  1  et  5  sont, 
ainsi  que  leurs  carrés,  la  somme  des  carrés  de  deux  en- 
tiers consécutifs.  On  démontre  facilement,  avec  ou  sans 
l'emploi  des  imaginaires,  que  i  et  5  som  les  seuls  nom- 
bres premiers  ayant  cette  double  propriété  ;  et  de  même 
pour  I  et  1 3  qui  sont,  ainsi  que  leurs  bicarrés,  la  somme 
des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs.  Mais  on  ignore 
encore  si  un  ou  plusieurs  nombres  composés  ont  l'une  de 
ces  doubles  propriétés. 


tzedbïGoOglc 


{  5'3  ) 

V.  Aucun  produit  1.3.5.7.9...   ^^  p'**' 
pairs  consécutifs  n'est  égal  à  un  notubre  entier  élev<i  h 
une  puissance  d'un  degré  supérieur  à  l'unité. 

VI.  Trouver  deux  nombres  entiers  consécutifs  dont 
la  somme  on  la  dilTérence  des  cubes  soit  égale  au  carré 
d'un  nombre  entier. 


SOLUTIONS  BB  OUESTIONS 
PBOPOStES  DANS  LES  N«UVBLLBS  ANIULES. 


Question  1272 

(toIri-Nti*,  >.  XVII,  p.  >u:); 

Par  un  ANONYME. 

Dam  un  tétraèdre  ABCD  dont  les  faces  sont  équiva- 
lentes :  ' 

1°  Les  faces  sont  égales  ; 

7."  Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  coïncide  avec 
les  centres  des  sphères  inscrite  et  circonscrite,  et  d'une 
sphère  à  la  fois  tangente  aux  quatre  hauteurs  du 
tétraèdre  et  aux  perpendiculaires  menées  à  chaque 
(ace  par  le  point  de  concours  de  ses  hauteurs. 

(CoTTEnEiL-.) 

J'établirai  d'abord  lelemme  suivant  : 

1.  Soient  XY,  X'Y'  deux  droites,  non  situées  dans 
un  même  plan,  etP^leur  perpendiculaire  commune  (*). 
Si  l'on  prend  sur  l'une  de  ces  deux  droites,  par  exemple, 
sur  XY,  à  partir  du  point  P,  où  XY  est  rencontrée  par 
PP',  des  distances  égales  PA,  PB,  les  points  A,  B,  ainsi 

(')  Le  lertcur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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déterminas,  seront  égatement  distants  de  l'autre  droite 

X'Y'. 

Démonstration.  —  Du  point  P*  je  mène  une  parallèle 
xy  à  XY,  cl  des  points  A,  B  des  perpendiculaires  Aa, 
B6  à  xy.  Ces  perpendiculaires  sont  parallèles  et  égales 
n  PP' :  on  a  donc  P'a  =  P"*  et  A«  =  BA. 

La  droite  PP*  étant  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
droites  xj-,  X'Y',  il  en  est  de  même  des  parallèles  Ka, 
B5,  à  PP*.  Il  s'ensuit  que,  si  a',  b'  représentent  les  pro- 
jections de  a,  b  sur  X'Y',  les  droites  Aa'  et  Bi*  seront 
perpendiculaires  à  X'Y', 

Or,  aa'=^bb',  puisque  P  est  le  milieu  de  oi,  et 
Aa  =  BÂ  :  donc  les  triangles  rectangles  Aoo',  BAA'  sont 
égaux,  par  conséquent  Aa'=:Bi';  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

2.  Inversement,  si  les  distances  Aa',  BA' des  points 
A,  B  à  X'Y'  sont  égales  entre  elles,  les  points  A,  B  se- 
ront également  distants  du  point  P.  Car  il  est  facile  de 
voir,  d'après  ce  qui  précède,  que  l'inégalité  des  dis- 
tances PA,  PB  entraine  celle  des  distances  A  a',  Bi'. 

Nous  allons  faire  application  de  cette  réciproque  à 
la  proposition  1272. 

3.  Désignons  par  MN  la  perpendiculaire  commune  A 
deux  ai-ètes  opposées  AB,  CD  du  tétraèdre  considéré  (  '  ). 
Les  triangles  ACD,  BCD,  de  même  base  CD,  étant  par 
hypothèse  équivalents,  ont  nécessairement  des  hauteurs 
égales;  ainsi,  les  deux  points  Â,  B  de  AB,  sont  équi- 
distants  de  la  droite  CD  :  donc  le  point  M  est  le  milieu 
de  l'arête  AB.  De  même  N  est  le  milieu  de  CD.  Ainnî, 
dans  un  tétraèdre  dont  les  faces  sont  équivalentes,  la 

(<)  Le  lecteur  est  prie  dp  ffiirt  la  figure. 
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droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  arétos  opposées  esi 
perpendiculaire  à  ces  deux  arêtes. 

Si  P  et  Q  sont  les  milieux  de  deux  autres  arêtes  op- 
posées AD,  BC,  les  deux  droites  MN,  PQ  diagonales  d'un 
parallélogramme  MP^'Q  se  couperont  mutaellement  en 
parties  égales  en  un  point  O,  qui  sera  également  dis- 
tant des  quatre  sommets  Â,  6,  C,  D,  parce  qu'il  appar- 
tient à  des  droites  perpendiculaires  aux  milieux  des 
arêtes  AB,  AD,  DC,  BC.  Dans  les  triangles  rectangles 
OMA,  ONG,  on  a  OA  =  OC,  et  OM  =  0N,  d'où 
MA^NC,  AB  =  CD;  donc,  dans  un  tétraèdre  dont  les 
faces  sont  équivalentes,  les  arêtes  opposées  sont  deux 
à  deux  égales  entre  elles,  et  par  conséquent  : 

i"  Les  faces  sont  égales,  comme  ayant  leurs  trois  côtés 
égaux  cliacun  à  cliacun; 

2°  Le  point  O  milieu  de  MN  est,  comme  on  sait,  le 
centre  de  gravité  du  tétraèdre.  Ses  distances  aux  faces 
sont  respectivement  égales  aux  quarts  des  tiauteurs  cor- 
respondantes du  tétraèdre.  IVIaîs  les  faces  étant  équi- 
valentes, ces  hauteurs  sont  égales  entre  elles  :  donc  le 
point  O  est  équidislant  des  quatre  faces,  c'est-à-dire 
qu'il  coïncide  avec  le  centre  de  la  spbère  inscrite.  L'éga- 
lité des  droites  OA,  OB,  OC,  OD  montre  qu'il  coïncide 
aussi  avec  le  centre  de  la  splière  circonscrite. 

Soient  : 
AH  la  hauteur  du  tétraèdre,  menée  du  sommet  A  ; 
OF  perpendiculaire  sur  AH,  et  par  conséquent  parallèle 

au  plan  HCD  ; 
o  la  projection  de  O  sur  le  plan  BCD,  ouïe  centre  du 

cercle  circonscrit  au  triangle  BCD; 
g  le  i>oint  d'intersection  de  la  droite  AO  prolongée,  et 
du  plan  BCD ,  ou  le  centre  de  gravité  du  triangle 
BCD; 
h  le  point  de  concours  des  hauteurs  de  BCD; 
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G  le  point  où  la  droite  OF  est  rencontrée  par  la  per- 
pendiculaire au  plan  BCD,  élevée  au  point  h. 

D'après  des  propositions  connues,  on  a  oh^  ^-og  et 
oH  =  3.  og,  d'où  oh  =  oH,  et  OG  =  OF. 

Mais,  dans  le  triangle  rectangle  AOF,  l'hypoténuse 
OA  est  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre, 
et  le  côté  AF  =  |AH,  conserve  la  même  grandeur  pour 
chacune  des  quatre  hauteurs  du  tétraèdre  ;  il  en  est,  par 
conséquent,  de  même  de  OF;  donc,  la  sphère,  dont  O  est 
le  centre,  et  OF  =  OG,  le  rayon,  est  à  la  fois  Ungente 
aux  quatre  hauteurs  du  tétraèdre  et  aux  perpendiculaires 
élevées  aux  faces  par  les  points  de  concours  de  leurs  trois 
hauteurs. 

flfole.  —  La  mtme  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Qaostion  1383 

(  •olr  .-  itcl*,  t.  XÏIl,  9.  J8i}; 

Par  m.  MORET-BLANC. 

D'an  point  P  pris  sur  la  tangente  en'  C  à  un  cercle^ 
on  mène  une  sécante  PAB  telle  que  la  sur/ace  du 
triangle  ABC  soit  maximum;  trouver  l' enveloppe  de 
cette  sécante  quand  le  point  V  se  meut  sur  la  tangente. 

(FAtJQUBUBE&anB.) 

Je  prends  la  tangente  pour  axe  des  y,  et  le  diamètre 
du  point  de  contact  pour  axe  des  x. 
Soient 

j:'  -h  /'  —  a  aJT  =:.  Q 

l'équation  de  la  circonférence,  et 

relie  de  la  sécante  issue  du  point  P. 

En  ap|)elant  X|  ,j,  ;  X),j  i  les  coordonnées  des  points 
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S.ABC  — H-'^iJ'i— /i^>) 

X(  et  Xj  sont  les  racines  de  l'équalion 

(i  +  m*)x^—2{a —  mp)x  -i-  p'=:o. 


I    -I- 

ut  par  suite 


m  donnant  au  radical  le  signe  de  p. 
Egalant  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  m,  on  a 

lU 

Sop/n»— a(o'—  p')m  — «Pt^o, 
l'où 


Pour  m  =  o,  la  dérivée  étant  de  signe  contraire  à  %  il 
faudra  prendre  le  signe  inférieur  ou  le  signe  supérieur, 
suivant  que  ^  sera  positif  ou  négatif. 

En  reportant  cette  valeur  de  m  dans  l'équation  de  la 
sécante,  on  a,  en  chassant  le  dénominateur, 


On  aura  l'équation  de  l'enveloppe,  en  éliminant  ^  entre 
cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  ^, 
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ce  c|ui  conduit  à  l'équation 

(Sj-»— a;'  + aax)'(3a  —  ax)» 

=^y*{3xy*  —  j;'—  3(y'+  5tix' — 6a' j;)'. 
La  courbe  est  du  huitième  degré,  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  Cx,  L'origine  est  un  point  quadruple.  Mais  il 
faut  remarquer  que  l'équation  représente  non  seule- 
ment l'enveloppe  demandée,  mais  aussi  celle  de  la  ligne 
qui  correspond  à  la  valeur  de  m  qui  donnerait  pour  la 
surface  un  minimum  algébrique. 
\oU.  —  La  m^nie  question  a  été  résolue  par  M.  Brocard. 

Question  J343 

(•olr  i'i«rl«,  I.XVIII.p.  ut): 

Pab  m.  MORET-BLANG. 

On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  P.  Soient  res- 
pectivement a,,  p,  y  tes  points  oU  tes  côtés'  da  triangte 
rencontrent  les  droites  PA,  PB  et  PC.  On  suppose  que 
les  droites  menées  par  les  points  tt,  ^  et  y  perpendicu- 
ttiirement  aux  côtés  BC,  CA  et  AB  se  coupent  en  un 
même  point  M.  Déterminer  :  i"  te  lieu  décrit  par  le 
point  P;  s"  le  lieu  décrit  par  le  point  M. 

{  LtOtJBRIIE.  ) 

Prenons  le  triangle  ABC  pour  triangte  de  référence, 
et  soient 

t.  =  o,    p  =  o,    -r^o 

les  équations  des  càtés  BC,  CA,  AB;  celles  des  droites 
PC,  PB,  PA,  qui  passent  par  un  même  point,  seront  de 
la  forme 

(I)  è?-c-r^o. 

L'équation  de  la  perpendiculaire  à  AB,  au  point  où  AB 
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est  renfontré  par  PC,  est  de  la  forme 
a^-b^  +  n-i^o. 
La  condition   pour  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  Alt 
(y  =  o  )  est 

n  -i-écosA  —  acosB^^o, 
d'où 

H^a  cosB  —  b  cosB, 

et  l'équation  de  cette  perpendiculaire  devient 

iai  —  b'^  +  (acosB  — écosA)f  —  o, 
de  même 

(b^ —  C-f  +  (&C0SC  —  CCOsB)a;r=0, 
cf  —  a»  -H  (c  cos A  —  a  cosC)  ^  ^=  o 
sont  les  équations  des  deux  autres  perpendiculaires. 

La  condition  pour  que  ces  trois  droites  concourent  en 
un  même  point  est 

a  —b  acosB— 6c< 

(3)     ^cosC — ecosB  b  —c 

— a  ccosA— acosC  c 

On  aura  l'équation  du  lieu  du  point  P  en  éliminant 
(I,  by  c  entre  cette  équation  et  les  équations  (i).  Celles- 
ci  peuvent  s'écrire 

abc 


Remplaçant,  dans  le  déterminant  (3),  a,  h,  c  parle: 
quantités  proportionnelles 

•  '5' y' 

et  chassant  les  dénominateurs,  il  vieut 

1  3  — «  pcosB  — 3cosAj 

■fCOsC  — 3ro8B  f  — ?  -o. 

I  — •;  ïcosA  — YCOsC  ï  I 
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OU,  eu  développant  et  réduisant, 

l  a'9in»A.(pcosB  — ^cosC) 

(       +  p*sin'B(7C09C  —  acosA)  +7*sin'C(acosA—  pcosB)=:o. 

Cette  équation  représente  une  cubique  passaut  par  les 
trois  sommets  et  par  le  point  de  concours  des  hauteurs 
du  triangle  ABC,  comme  on  pouvait  le  prévoir. 

On  obtiendra  l'équation  du  lieu  du  point  M  en  élimi- 
nant a,  Â,  c  entre  les  trois  équations  (  a). 

Ces  équations  peuvent  s'écrire 

a(a-i-f  cosB)  =  é(p  +  7CosA), 
fi(P  +  a  cosC)  —  c(y  +  ïcosB), 
cCï  +  pcosA)  =  a{«  +  pcosC). 

Multipliant  ces  équations  membre  à  membre,  suppri- 
mant le  facteur  abc  commun  aux  deux  membres  et  ré- 
duisant, il  vient 

j..(pco.B-,o„.C)     . 

(      +  P'(ycosC  — acosA)H-f  (acosA  — pcosB);^o. 

Le  lieu  est  encore  une  cubique  passant  par  les  trois 
sommets  du  triangle  et  par  le  point  de  concours  des 
hauteurs. 

On  reconnaît  a  priori,  et  l'on  vérifie  sur  l'équation, 
que  le  lieu  du  point  M  *passe  encore  par  les  centres  des 
cercles  circonscrit,  inscrit  et  ex-inscrits  au  triangle  ABC^ 
les  points  correspondants  du  lieu  du  point  P  sont  le 
centre  de  gravité  du  triangle  et  les  points  de  concours 
des  trois  droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  point  de 
contact  sur  le  càté  opposé  du  cercle  inscrit,  et  de  chacun 
des  cercles  ex-inscrits. 

JVote.   —  La   même   question  a   été   résolue   par   MM.  GolTitrl   ei 
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Question  1373 

(.olri-.«rL.,  l.  M,  p.  ÏK): 

Pab  m.  N.  GOFFART. 

Aï,  d'un  point  O  d'une  circonférence,  on  abaisse  des 
perpendiculaires  OM,  ON  à  deux  côtés  d'un  triangle 
inscrit,  la  projection  du  troisième  côté  sur  MN  serti 
égale  à  MW,  (Ernest  Cesaro.) 

Soient  ABC  le  triangle  inscrit,  et  OM,  ON  les  per- 
pendiculaires abaissées  d'un  point  O  de  la  circonférence 
sur  les  côtés  AB,  AC  respectivement  (*). 

Dans  le  triangle  OMIV,  on  a 

MN      _      OM 
8inMO.\~sinO-\M' 

on,  parce  que  MON  =  A,  et  ONM  =  OAM, 

MN  _      OM 
sinA  "sinOAM" 

Le  triangle  OMA  étant  rectangle  en  M, 

OM      -AO- 
donc 

^l^AO,     d'où     MN  =  AOsinA. 

L'angle  aigu  formé  par  BC  et  MN  est  égal  k 
B— AMN  — B— AON^B— 9o*+A+OAM=90«— OBA('); 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  Caire  la  ligure.  Les  droites  BC,  MN  » 
rencontrent  en  un  point  P  qui  esL  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaii 
sée  dit  point  0  sur  ilC. 

(')  Le  quadrilatère  OMBP  étani  iDSi^riptiblf,  l'angle 
MPIt  =  \IOR=™r-OB\. 
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il  s'ensuit  que  la  projection  de  BC  sur  MN  est  égale  a 
BC  sinOBA.  Mais  le  triangle  AOB  donne 

BC 


AO               AB            AB 
sinOBA       SinAOB        sinC 

donc 

BCsinOBA^AOsinA, 

et  par  conséquent  la  projection  de  BC  sur  !VDt'  est  égale 
àMN. 

Note.  —  La  Totian  question  a  été  résolae  par  HM.  Leblood  et 
Vidle,  élèves  au  Ijcée  du  Havre,  et  par  M.  Faoquenibergue,  qui  ï 
aussi  résolu  la  questioo  1345. 


Question  1374 


Par  m.   N.  GOFFART. 

On  donne  le  plan  et  les  trois  angles  d'un  triang/ê 
ABC,  dont  le  sommet  h.  est  Jîxe  ;  trouver  le  lieu  géomé- 
trique des  points  de  tespace  d'oii  les  trois  côtés  sont 
vus  sous  des  angles  droits. 

On  suppose  que  les  trois  angles  donnés  sont  aigus. 

CoDsidérous  l'une  des  positions  ABC  du  triangle,  n 
soient  AA',  BB',  CC  ses  trois  liauteurs  qui  se  rencon- 
trent au  point  G.  Conservons  les  notations  habituelles, 
et  désignons  par  a,  ^,  y  les  longueurs  OA,  OB,  OC. 

Par  les|somtnets  A,  B,  C,  menons  respectivement  aux 
cètés  opposés  les  parallèles  B"]AC'',  A''BC",  B"C  A"  ;  on 
obtient  un  triangle  A'^C  semblable  à  ABC,  dans  le 
rapport  de  similitude  a.  Si  donc  d  =  iir  est  le  diaraètri; 
du  cercle  circouscrit  à   ABC,    2d  est  le  diamètre  du 
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cercle  circonscrïl  à  .VIVC".  Or,  dans  le  triangle  OAB", 
rectangle  en  A,  on  a 

OA  =  OB'cosB'OA, 
ou 
(,)  a^rfcosA. 

On  a  <Ieux  autres  relations  analogues,  en  sorte  que 

relation  de  même  forme  que 

et  d'où  l'on  tire  par  mulliplicatioti 

puis  par  division 

a  3  " 

(5)  -tangA=  J-tangB  =  -i^  tangC  =  i. 

Décrivons  sur  les  trois  côtés  du  triangle  comme  dia- 
mètre trois  sphères,  qui  seront  chacune  le  lieu  d'où  l'on 
voit  le  côté  correspondant  sous  l'angle  droit.  Elles  se 
coupent  en  deux  points  symétriques  par  rapport  au  plan 
ABC  et  qui  se  projettent  en  O.  Soit  M  l'un  de  ces 
points.  Deux  des  sphères  ae  coupent  suivant  une  circon- 
féreoce  dans  le  plan  AMA',  dont  le  diamètre  est  AA'. 
Donc 

OM»  =  OA.OA'  =  «(A  — «; 


,  =  .oo..(^«-.c.4 


0M*=  rf'cosA(s;n  B  sinC  —  cosA) 

=  rf»cosA[sinBsiiiC  +  cos(B+C)], 
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OU  enfin 

OM'^=(/'cobAcosBcosC  ('). 

Doue,  lorsque  le  triangle  tourne  autour  du  point  A  dans 
le  plan  ABC  donné,  et  se  déforme  en  restant  seniblablv 
à  lui-même,  le  rapport 


Q- 


isBcosC 


reste  constant. 

Le  lieu  des  points  M  est  donc  un  cAnc  de  révolution 
autour  de  la  perpendiculaire  en  A  au  plan  ABC,  et  la 
tangente  du  demi-angle  au  sommet  est 


v/= 


cosA 


)sC 


II  résulte  de  là  que  le  cône  n'existe  que  si  chacun  des 
cosinus  est  positif,  c'eat-à-dire  que  si  les  trois  angles 
donnés  sont  aigus. 

Note.  —  La  m£ine  question  a  été  résolue  par  M.  Morel-Blanc 


«UBSTMNS. 

1377.  Trouver  les  valeurs  des  intégrales 

r   n^v  +  z dx 

:t 

''3iC  — I  dx 


/^ 


(/»•  +  «■ —  a; —  2 

(S.  Rmiis.) 


0\'=OBcosC  =  rfroaBooïC,   d'où    OA.OA'  =  rf'rosAcosB  r 

(G.) 
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1378.  L'équation 

ar*-+- I2ap(«-t- p):r  +  ao;p(4a*— 9"3  +  4P*)  =  o. 

dans  laquelle  a  et  ^  sont  des  entiers  diOcirents  de  zéro, 
n'a  pas  de  racine  entière.  (S.  Realis.) 

1379.  Les  trois  côtés  a,  A,  c  d'un  triangle  sont  expri- 
més par  des  nombres  entiers  en  progression  arithmé- 
tique^ et  si  l'on  ajoute  successivement  5o  ei  60  à  chacun 
de  ces  côtés,  le  rajon  du  cercle  inscrit  augmente,  respec- 
tivement, de  17  et  de  20  :  trouver  les  valeurs  des  côtés 
de  ce  triangle.  (  W.-A.  Whitworth,  h.  à.) 

(Extrait  du  journal  :  The  educational  tintes.) 

1380.  Si,  par  les  points  de  contact  d'une  tangente 
commune  à  deux  circonférences  qui  se  coupent,  et  par 
un  de  leurs  points  d'intersection,  on  fait  passer  une  cir- 
conférence, son  rayon  sera  moyen  géométrique  entre  les 
rayons  des  deux  premiers  cercles. 

(DONBNICO  MONTESAMO.) 

1381.  On  donne  une  circonférence  et  deux  points  A, 
B,  extérieurs  à  cette  courbe.  Par  le  point  B,  on  mène 
une  corde  quelconque  MN,  et  du  point  A  les  droites  AM, 
AN,  qui  coupent  respectivement  la  circonférence  en  P 
et  Q;  démontrer  que  : 

1'  La  droite  PQ  rencontre  AB  en  un  point  qui  resti; 
fixe,  lorsque  la  sécante  BMN  tourne  autour  du  point  B  ; 

2°  Le  lieu  géométrique  du  point  d'intersection  des 
perpendiculaires  menées  aux  droites  AM,  AN  aux  points 
M,  N  est  une  droite  perpendiculaire  à  AB. 

(DoHEBICO   MOBTESA>0-) 
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1°  Les  (équations  réciproques  telles  que,  en  posant  z  H —  =  3  f,  leurs 
transformées  soient  également  réciproques,  peuvent  se  mettre  5oas 
ta  forme 

F[{*-l-i)*,(ar-i)*]  =  o, 

F  désignant  une  fonction  eoiicreeL  boinogénede(x  +  i)'  eUx—i)'. 
On  suppose  que  l'équation  proposée  n'admet  pas  pour  racine  ■4- 1, 

3*  Les  équations  réciproques  telles  que,  en  posant  x,-\ —  =  t,  leurs 
transformées  soient  également  réciproques,  peuvent  se  mettre  sons  la 

(a:'+*  +  i)"(a^'-«  +  ')"'F[(«>  +  «-f. !)',(«'- «4-1)']  =  0, 

F  désignant  une  fonction  entière  et  homogène  des  quantités 

(l'+JT  +  l)',    (x'—^  +  l)\  PlLLET. 

L«s  deux  propositioos  comprises  dans  ce  nouvel  énoncé  ont  éir- 
démontrées  dans  le  Bulletin  mensuel  de  l'Académie  de  Clermonl 
(mars  iSBi),  par  M.  Faut,  boursier  d'agrégation. 


%  Question  1376,  page  480  : 

""^■""'^'3''"   3C--.-R-'  ''"'î'«  5cîTr'- 

La  question  1376  se  trouve  dans  les  Théorèmes  et  problèmes  de 
Géométrie  élémentaire  de  M.  Catalan  (6"  édition,  p.  457). 

La  limite  de  la  somme  des  volumes  des  sphères  inscrites  au  cane, 
qui  ■  été  déterminée  par  M.  Catalan,  conduit  immédiatement,  pour 

l'espace  laissé  vide  dans  le  cdne,  A  l'expression  ;itR',  m      „,;   in- 
diquée par  M.  Dostor. 
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SUR  U  DÊTEMUItTIOII  DE  «UEIQIIES  IIITtOBlLES 
ISIDÉPISIESi 

Pau  m.  h.  BESAL. 

1.  La  racine  carrée  d'uti  trinôme  du  second  degré 
peut  toujours  se  mettre  sous  l'une  des  trois  formes  sui- 
vantes : 

Cela  posé,  désignons  pary(:i;)  une  fonction  quel- 
conque de  X. 

2.  Soient 

X=    /7(j;)v/7T7"'  rfx,      X,=  fJ-i^  Ar 
.1  J    v'"  +  -«" 

On  a,  en  ayant  recours  à  la  métiiode  d'intégration 
par  parties, 

J  !"  +  ■»■    J    v+'' 

=  x,  +  i  /"£4£l!t''-'  =  X:  +  /x/(x)<iv,TT:F, 
'  J    yi+.r'  

=x,4-a!/(^)v/i-i-*=-/L/(»)+x/'(x)]\/i-*-«''<'a-; 
d'où 
■      (.)    aX  =  X,H-x/(«)/rT:7>-/,»/'(i)v/;T3"',ir. 
Si  nous  posons 
(a)  a,/(a:)  =  ?'(«.), 

cette  équation  donne,  en  intégrant  encore  une  fois  par 
parties, 

(3)    ,x=x.+[x/(x)-ç(x)]v^rT^'-^  r^iM^. 

jfim.  de  Mathémat.,  î*  «*rip,  l.  XX.  (Eh-cemhre  i88i.)  34 
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On  voit  ainsi  que  X  dépend  de  l'intégrale  X,,  et  d'une 
seconde  inté^ale  de  même  nature  que  la  précédente. 

Exemples  :■ 

l'y^x)  =1.  L'équation  (i)  donne  (') 

(4)  j  ''f'^^^''^-f^^2^^^' 

{  =  iog[d;  +  v''  +  ^"]  +  ^\/TT^'. 

Celle  métliode  est  plus  cxpéditive  que  celles  aux- 
quelles on  a  géuéralement  recours,  puisqu'elle  ne  fait 
dépendre  l'intégrale  X  que  d'une  antre  dont  on  trouve 
facilement  l'cxpressioii. 

%"  f[x)  =  .r,  pour  mémoire,  car  ou  voit  immédiate- 
ment que 

^  '  J  V''+^* 

y  f[x)  ^-  •  De  l'équation  (i)  on  déduit 

•ï-  J  arv/i  +  a-' 

En  posant 


(')  En  poaanl  as  —  Wog9,  on  a 
^y.  +  a:      ./  J    cos'--sin'-        J    .  ~  Ung'- 


Ml 

i  +  iang- 

=  10!- 

„î->.! 

■  l^yf- 

r  +  Bin6 

I»«(ï'i 

TT.  +  i). 
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1  trouve  successivemeul 


J  j-v^TTT'  ~  a  J  x*<JTT^ 

4"  J{x)  =  a:"',  eu  désignant  par  m  un  nombre  quel- 
conque. 

Ou  a,  d'après  la  formule  (i), 

J  V'  +  ^' 

-t-  ^"'+'  y'h- J^'—  mfx '"  yT+Tr*  (tr , 


d'où 
(S)  (3  +  m)/. 

Mais  on  a 


— ;         /■  x"'dx  „^,    , ; 

d'où,  en  intégrant  par  parties, 

(-)      /  ■  =  x™-' v*'  -h X*  —  (m  —  i)  fx'"-* ^i  +  X*  dx. 

L'équation  (^)  devient  aussi 

(8)  )  (3  +  '»)/^'"^^'+/'''-^  

/      =  x"-'  (I  +  ^«)^ -  im-^)fx'»-^y/T^:^dx. 
Supposons  que  m  soit  un  nombre  pair  positif  j  on  voit, 
d'après  cette  formule,  que  l'on  fera  dépendre 

f  x"  \l  i -^- X*  dx     de    fx'"'*  \/\  +  x'  dx, 
fx"'* yji-i-x* dx  de     fx"-'' )j\-\-x* dx, 

fx^  \'i  +a'  dx      de     f  \Ji  +  X*  dx. 
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Or,  comme  nous  savons  déterminer  la  dernière  de  ces 
intégrales,  on  trouvera  sans  difBculté  l'expression  de  U 
première. 

Si  m  est  postlif  et  impair,  on  voit,  en  opérant 
comme  ci-dessus,  que  l'intégrale  du  premier  membre  dt; 
l'équation  (8)  ne  dépendra  finalement  que  de  la  sui~ 
vante 

dont  l'expression  est  connue. 

Supposons  maintenant  que  m  soit  un  nombre  entier 
négatif  et  posons  m  —  2^  —  n;  la  formule  (8)  donne 


et  l'on  voit  que,  selon  que  n  sera  pair  ou  impair,  ou  sera 
conduit  finalement  à 

f\/i  +  a:*<lx     ou       / — rfj-, 

intégrales  que  nous  savons  déterminer. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que,  s!  m  est  un 
nombre  entier  positif  ou  négatif,  l'intégrale  du  premier 
membre  de  l'équation  (y)  s'obtiendra  sans  difficulté. 

3.  Soient 

.1  \'i-.r> 
On  a 

./  \/i— «'      J      v'"  — *■ 

d'où 

(cj)  ïX=X,  +  ^/(xl(/7-^i-/x/'(jH;^^<'-f. 
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équation  identique  à  l'équatioa  (i),  à  la  coadition  de 
remplacer,  sous  le  radical,  dans  cette  dernière,  +  x' 
par  — x'. 

Exemples  : 

i'  f{x)  ^  I .  La  formulé  (9)  donne 

2  fs/i—j:^  dx  —  arc  û.nx  +  x  y/i  —  x'*. 


(10) 


).Ona 


*  a"  y{x)  =  a'  {pour  méi 

3"  f[x)  =  -  ■  On  a,  d'après  la  formule  {9), 

\- dx—    I  — ; —  -I-  y/i  —  -t'. 

J         X  J   xs/i  —  ^' 

Si  nous  posons 

\/'l  —  X*^:U, 

nous  aurons 

/    r       ^^        ^  ■    f       dx' 

i         r  du      I,    (i-M)    ,    /i~v^i-x>\' 


par  suite 

('3) 


I    ;: —  rij  =  Iof;(  Î7=:  )    +  v''  — ^'■ 

J       ■"  V'  +  s/'-^V 

4"  /{x)  =  ^"'-  Lorsque  wi  eit  un  nombre  entier  po- 
sitif et  négatif,  le  mode  de  réduction  des  intégrales  in- 
diqué à  la  lin  du  jiuméru  précédent  est  applicable  ici,  cL 
nous  n'avons  pas  à  insisKrr  sur  ec  point. 
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4.  Soit 

"=//(*)  v/î^^^  di,     X,  =  f-fi^  dx. 

Noos  avons 

=  -  X, -(-^/(x)  v/^ï^ -/[/(x) +x/'(^)]  v'J^f^^rfjr; 
d'où 
(i3)        2X=— X,+  j^/(x)v/^Ff^  — /j-/{j:)v'5nri(ir. 
Exemples  : 
ï°  X(x)  =  t.  L'équation  (i3)  donne 


(■« 


I  2/ V-c'—  1  '^-ï;^ 


J  ^^~i 


1"  f(x)  =  x  (pour mémoire).  On  a 
(l5)         2fiK\/x^ — irfir=r^^x' — I,       /  ■  -  ^  \/.r* — I. 

3"  f{x)=  -■  La  formule  {i3)  donne 

J         ^  J    x'Jx^ — I  J         ^ 

(')  Ed  poMOt  X  =  -^— Â>  oa  a 

ri 


«_        (,-rosB)  _ 


loB(j.-V'i^^). 
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h) 


Eu  posant  x^  ~=~â'  on  reconnaît  facilement  que  l'îu- 
tégrale  du  second  membre  de  cette  équation,  prise  avec 


4"  L'intégrale 

/■' 

dans  laquelle  m  est  un  nombre  entier  positif  uu  négatif, 
se  réduira  en  suivant  la  marche  indiquée  à  la  fin  du  n'a. 

o.  Nous  allons  maintenant  chercher  à  exprimer,  au 
moyen  de  transcendantes  conques,  les  intégrales  des  ra- 
cines carrées  des  fonctions  trigono  métrique  s.  Il  est  évi- 
dent que,  dans  tous  les  cas,  on  est  ramené  à  considérer 
les  trois  intégrales  suivantes  : 

f  Jf,iKX dx,       l  Kl  — dx,   fij\,9.ni!xdx, 

les  deux  premières  supposant  des  limites  comprises  entre 

zéro  et  ff,  et  la  troisième  entre  zéro  et  -- 

3 

6.  Si  nous  posons  sinx  =  cos'6,  nous  avons 

,~^—  ,                  /■cos'flsinarfl                r   co8'9(ft 
/v'smj:rfjr  =  — a    /      ,  —  —  a  /  ■■■  ■■- 

J    v''-cos'6  J  v^.+cos*e 

et  oiilin 
(.7)  /v'ii^(a=2('-L  f        ^^  v^^  f^/i-U\ii^^<ISi\. 

Ou  est  ainsi  ramené  à  deux  Intégrales  elliptiques  qui 

D.nt.zedbïGoOglc 


(  536  ) 
sont  respvctivcmtint  àa  la  première  et  de  la  seconde 
espèce. 

7.   En   continuant  à  poser  5Înx  =  cos' 9,  nous  avons 

fi  riL dx  —  —   Ç.  ^'"^:^.  _  _   C ,    ^ 

J  V  siii.3^       ~       V  ^''-cos'*"         y  V^i-t-cos»9' 


(i8) 


J    V  s'"-^  *    J   /n^Tsin'9 

ce  qui  est  une  intégrale  elliptique  de  la  première  espèce. 
En  retranchaut  l'une   de  l'autre  les  équaûoBS  {17) 
et  ("8),  on  trouve 

J      Vsinx  J 

K.  Considérons  luainteDant  l'intégrale 

X  =:  y  ^tang^  dx. 
En  posant 

tanga;^:^  tang*6, 

ou  trouve  facilement 

Y  —      Ç     ''■"'^^^       _       r        sin'SrfS 
~    J  sin'8  -t-  cos*e  ~'^  J  I  —  a  sin'S  cos'8 

I  — V'asinScose       y    n-y/asinflcosô 

''V    i-^sinftcosa^V    i  +  ^asinecosO 
_  I    Ç  cosaflfffi         I    /-rosaOfffi 

^  '   /        '"""g»  ,  yî,...  ' vi 

./     V  va/         ^  V'ï 
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iangjr  dx=  -=.  [arc  tang  {yfi  tangO  —  i)] 
+  arc  tang  (y'a  lang6  +  i) 


THÉOBIB  DKS  POINTS  SINGULIERS  D4IIIS  LES  COIRBBS 
ALGÉBRIQUES  (•); 

Pau  m.  Ch.  BIEHLER. 


II. 

6.  Désignons  par  a  le  coefiicîent  angulaire  de  la  di- 

rvctioD  considérée  et  io\ty  ^  ax  +  -r  une   parallèle  à 

cette  direction}  formons  le  faisceau  des  droites  qui  joi- 
gnent l'origine  aux  points  de  rencontre  de  cette  droite 
avec  la  courbe;  il  sufQra,  pour  obtenir  l'équation  du 
faisceau,  d'éliminer  s  entre  les  équations 

*'  I  .+i-'/,(»,.rt+=-/.  =  o, 

et 

X(v-«x)  =  =  ; 

on  obtient  ainsi  l'équation 

(/-(■«..v)+>(r—»^)/— ■(■«./) 

I        -FX'(.V-o*)'/._,(a:,.r)  +  ...  +  X-j(,._»x)~/.  =  0 
(  '  )  Voir  ntèiuD  Tome,  p.  97  el  '|l-^. 
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OU  bien 


,3,  i/~(..^)-(i-"K.(..i) 

et  si  l'on  posi; 


l'étjuation  (3)  prendra  la  fonnu 
ou  Lien 

i  ?«(«)+ "Pm{«)+-^  =;{«)+... +^?r(«) 

Celte  équation  a  la  même  forme  <jue  l'équation  (  5  )  da 
paragraphe  précédent,  oii  l'on  a  supposé  que  la  direc- 
tion des  points  à  l'inGni  est  celle  de  l'axe  desj^^  elle 
n'en|,difrère  qu'en  ce  que  les  quantités  !p']|'(o)  sont  rem- 
placées dans  la  première  par  les  quantités  correspon- 
dantes <f'^{a). 

La  discussion  de  cette  nouvelle  équation  (  l»  )  est  donc 
identique  à  celle  que  nous  avons  déjà  faite,  et  les  Ggures 
nouvelles  ne  diUërcnt  de  celles  qui  ont  été  précédemment 
obtenues  qu'en  ce  qu'elles  présentent,  par  rapport  à  la 
droite^^ax,  la  disposition  que  les  premières  préseu- 
tentpar  rapporta  l'axe  des^;  il  est  donc  superflu  d'y 
revenir. 

7.  >'ous  allons,  nn  terminant,  faire  une  remarque  sur 
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les  valeurs  approchées  des  racines  qui  noua  ont  permis 
de  construire  les  branches  paraboliques.  La  première  de 
ces  valeurs  est  fournie  par  la  formule  (8),  savoir 


— -?,';,(o)-hXç„_,Co)  =  u; 
dans  cette  formule 

«n  substituant  ces  valeurs,  il  vient 

La  formule  (8)  représente  dans  un  système  parti- 
culier de  coordonnées  une  parabole  du  second  degré,  car 
la  formule  (n)  rcprésenleta  même  courbe  eu  coordon- 
nées cartésiennes  ;  remarquons  encore  que  le  groupe 
de  termes 

^ï;i(0)+.KÇ„-,(0) 

existe  dans  l'équation  de  la  courbe  proposée,  car 
par  suite, 

.  ,.™  , ,.,  ?^  ,       .  ■'■"'9'""'"^ . 
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les  quantités 

sont  donc  les  coefficients  de  la  fonction   bomogèue  de 

tlcgrém,/™(x,j). 
Od  a  de  même 

par  suite,  ce  sont  les  deux  termes 

qui  fournissent,  quand  on  égale  leur  somme  à  zéro,  l'é- 
quation de  la  {>arabole  du  second  degré  que  l'on  peut 
considérer  comme  asymplotique  de  la  courbe  dans  la  di- 
rection de  l'axe  des  ^  ;  ce  sont  donc  les  deux  seuls  termes 
précédenLs  qui  déterminent  la  forme  de  la  courbe  à  l'in- 
tlni  dans  la  direction  considérée. 

Les  autres  valeurs  approchées  des  racines  donnent 
lieu  H  des  remarques  semblables.  Dans  la  Jig.  3,  les 
points  à  l'iufini  dans  la  direction  de  l'axe  des^r  sont 
fournis  par  la  parabole  [  voir  la  formule  (g)] 

obtenue  au  moyen  des  ternies 

de  l'équation  proposée. 

Dans  la/i'g-.  3,  c'est  la  parabole 

qui  nous  donne  la  lonuulc  de  la  rourbe  ;  elle  est  obtenue 
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en  prenant  dans  l'équation  de  la  courbe  les  termes 

Les  fig.  4  et  S  sont  fournies  par  lus  paraboli^i) 

dont  l'équation 

(j'  —  ■:,  x,r)  (.?*  —  ■:,_(■)  --U 
est  donnée  par  le  groupe 

ym~<.j.-.  .!__ ^_ym-ij.i  i__a^ |-_v'"    »o„_,{0l, 

qui  ligure  dans  l'équation  pruposée,  et  ainsi  des  autres. 

La  méihode  que  nous  avons  développée  a  doue  pour 
eiTet  de  nous  donner  le  groupe  des  termes  de  l'éqnatio» 
proposée,  qui  déterminent  la  forme  de  la  courlic  à  l'in- 
tini,  quand  il  existe  des  brancties  paraboliques  dans  la 
direction  de  l'axe  des  jj'. 

Quand  la  direction  est  autre  que  celle  de  l'un  des  axes 
de  coordonnées,  c'est  à  l'équation  (5)  du  §  11  qu'il  faut 
appliquer  ce  que  nous  venons  de  dire  de  l'équation  de 
la  courbe,  après  avoir  substitué  toutefois  aux  variables  t 
et  \  qui  y  Ggurent,  leurs  valeurs  en  x  et  y  données 
par  les  formules 

■l^a^t,     ).(v-«,/)^.. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  des  branebcs  paraboliques 
s'applique  également  aux  branches  hyperboliques  qui 
accompagnenlles  asymptotes,  et  aux  branches  de  courbes 
qui  se  croisent  en  un  point  situé  k  distance  finie,  dont 
la  construction  a  été  étudiée  dans  la  première  Partie. 

On  peut  donc  dire,  d'une  manière  f^cnérafe,  que  la 
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niéihode  <fue  nous  avons  «mployéit  fait  dépendre  la 
construction  de  la  courbe  proposée  en  un  point  à  dis- 
tance finie  ou  à  l' infini  de  celle  d'une  autre  courbe  plus 
simple  dont  l'équation  s'obtient  en  égalant  à  zéro  un 
groupe  de  termes  de  l'équation  proposée  ou  d'une 
équation  déduite  de  la  proposée  pai'  une  transforma- 
tion simple.  Le  groupe  des  termes  qui  forment  le  pre- 
mier membre  de  l'équaiiou  de  la  comité  auxiliaire  fail 
partie  de  l'équatioii  uiûme  de  la  courbe,  lorsque  le  point 
autour  duquel  on  construit  la  courbe  est  à  l'origine  et 
que  les  langcuies  à  la  courbe  en  ce  point  sont  les  axes  de 
cooi'dounées  ■■,  cela  a  encore  lieu  si  le  point  est  à  l'infini 
et  si  les  axes  de  coordonnées  sont  les  asymptotes  mêmes 
de  la  courbe  dans  le  cas  où  le  point  est  Iiypcrbolique,  cl 
si  la  direction  des  axes  de  coordonnées  est  la  direction 
du  point  multiple  à  l'infini,  dans  le  cas  où  ce  point  est 
parabolique.  Dans  les  autres  cas,  le  premier  membre  de 
l'équation  de  la  courbe  auxiliaire  s'obtient  en  égalant 
à  zéro  un  groupe  de  termes  app^tenaiit  à  l'équation 
transformée. 

Nous  allons,  en  terminant,  appliquer  ce  qui  précède  à 
un  exemple. 

Supposons  qu'on  ait  à  construire  la  courbe 

w*  —  bxy''+  6^-'  —  a-'=^o. 

i"  Constmîsons-la  d'abord  autour  de  l'origine;  on 
voit  qucl'axe  dcs^  est  une  tangente  de  rebroussement. 
Couponsia  courbe  par  la  di'oitex  =  ).j';  l'équation  de 
la  courbe  débarrassée  du  facteur j^'^  devient 

),"^i  _  5 ly>  -1-  6j'  —  X'  =  o  ; 

cette  équation,  pour  de  petites  valeurs  de^^'etdeX,  se 
i^nit  H 
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rar  le  terme  X'y*  est  iiifinîtnent  petit  (levant  cliacu»  des 
leroicGyet  —  ).*el  lu  terme  —  SXj'*  est  infiiiiment petit 
devant  6/. 

Pour  des  valeurs  positives  et  négatives  de  \,  y  est  po- 

FlR.  9. 
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w 

\ 

V 

r     \ 

sîtif,  par  suite  la  courbe  allecte  autour  de  l'origine  la 
foi-me  de  MOM'  {fg.  g). 


est  l'équation  de  la  courbe  auxiliaire,  qui  devient  < 
coordonnées  rectilignca 


On  voitqu'ello  est  formée  en  égalant  à  zéro  le  groupe 
des  termes 6j'  —  x"  de  l'équation  pi-oposée. 

a"  Coustruisons  eu  second  lieu  la  courbe  autour  de 
ses  asymptotes.  Il  n'y  a  qu'une  seule  direction  asympto- 
tique,  qui  est  celle  de  l'axe  des _^i  l'équation  de  la  courbe 
|>ouvant  s'écrire 


on  voit  quel'axedes^  est  asymptote.  Coupons  la  courbe 
par  des  parallèles  n  l'asymptote,  à  savoir  par  x^  e,  «t 
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posons  J^  =  7>  il  viendra 

cette  équation,  pour  de  petites  valeurs  de  z  et  de  e,  se 
réduit  évidemment  à 

—  5e  +  6=:=0. 

Pour  des  valeurs  positives  de  e,  z  et  par  suite  j-  sont 
positifs;  pour  des  valeurs  négatîvns  de  t,y  est  négatif; 
on  obtient  donc  les  branches  jN,j'']\' {^^.  9).  L'é- 
quation 

—  5e  +  6=  — o 

est  celle  de  la  coui'be  auxiliaire  ;  en  remplaçant  i  et  = 
par  leur  valeur 

elle  devient 

—  5xj  -f-  6  :=  o  ; 

c'est  l'équation  d'une  hyperbole  :  on  l'obtient  en  éga- 
lant à  réro  le  groupe  des  termes  —  Sœy*  +  Gy*  de  l'é- 
quation proposée. 

3°  Cherchons  maintenant  les  branches  paraboliques 
dans  la  direction  de  l'axe  des  y.  Coupons  la  courbe  par 

la  droite  a:  =:  Y  *^^  formons  l'équation  du  faisceau  des 
rayons  qui  joignent  l'origine  auic  points  de  rencontre  de 
la  droite  et  de  la  courbe  ;  il  faut  pour  cela  éliminer  s 
entre  les  équations 


e  qui  donne 
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Posons  maintenant  x=  ty  ;  cette  équation  deviendra  une 
équation  entre  t  et  X,  savoir: 

(<  _  5X(i  +  6X»  (»  —  X*  t<  =  o, 
qui,  pour  de  petites  valeurs  de  (  et  de  X,  se  réduit  à 
(•  — 51('  =  o, 
f  — 5X  =  o. 
\  ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  positives  pour  que  C 
soit  réel,  et  à  chaque  valeur  de  X  correspondent  deux 
valeurs  de  t  de  signes  contraires  -,  on  obtient  ainsi  les 
branches  PQ,  P'Q'  [fig-  9).  L'équation  l^  —  5X  =  ore- 
présente  l'équation  de  J  a  parabole  auxiliaire  ^  elle  de- 
vient en  coordonnées  rectilïgnes 

^'— S/'^o, 
et  se  tire  de  l'équation  proposée  en  égalant  à  zéro  le 
groupe  formé  par  ses  deux  premiers  termes 

Si  l'on  remarque  que  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x 
aux  points  x  =  ±  i ,  et  qu'elle  ne  rencontre  l'axe  des  y 


" 

l 
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qu'à  l'origine  et  à  l'inâui  ;  que  si  de  plus  oa  coupe  la 
courbe  par  la  droite  jt  =  X  et  si  l'on  remarque  que  l'é- 
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quatioQ  eu  y  ae  peul  avoir  de  racines  égales  qu'autant 
qu'une  équatiou  du  neuvième  degré  en  \  est  satisfaite, 
on  en  conclut  que  les  branches  j^  et  PQ  doiveut  se  rac- 
corder; il  en  est  de  même  de  OM  ei  PQ',  ainsi  que  de 
OM'  el  "S'y'.  On  obtient  donc  pour  la  courbe  une  forme 
analogue  à  celle  de  la  ^^.  lo. 


CONTRIBUTION  A  LA  TIIEORIB  DE  LA  SliBSTITIlTION  DES 
SYSTÈMES  D'ÊQllATIO\S.  APPl.lCATiO\  DE  CETTB  THÉORIE 
A  LA  RECilEltCllG  DE  L'ÉQUATIOK  ET  DES  l'OlKTS  lUL- 
TirLES  D  IK  LlEli  DÉFIKI  PAR  A  ÉQUATIONS  CONTKNANT 
k  —  i  PARAHfiTRES  VARIABLES; 

Par  m.  !..  SALTKI,. 
Mattre  de  eoaféreacei  i  la  Faculté  dus  Si-iences  de  Bordeaux. 


I,  —  Objet  du  Mémoire. 

On  rerkcontre,  en  Algèbre  élémentaire,  de  nombreux 
problèmes  se  rësolTant  sans  peine,  grâce  à  l'inlroduc- 
tion  de  solutions  étrangères  préalablement  connues  :  tl 
sufCt,  en  elfct,  de  les  supprimer  ii  la  fui  du  calcul. 

C'est,  je  crois,  faute  d'avoir  remarqué  l'existence  et 
la  détermination  précise  de  certains  résultats  étrangers, 
qui  s'inUoduiscni  nécessairement  par  les  substitutions 
connues  d'un  système  d'équations  à  un  autre  système 
d'dquations,  que  l'on  ne  développe  pas,  dans  les  Traités 
de  Géométrie  analytique,  un  procédé  élémentaire  per- 
mettant de  trouver  l'équation  d'un  lieu  géométrique 
défini  par  k  équations  contenant  h  —  i  paramètres 
variables.  En  traitant,  dans  le  présent  travail,  quatre 
cas  particuliers  de  ce  dernier  problème  général,  j'aurai 
donc  surtout  en  vue  de   mettre  en   parfaite  évidence 
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l'existence  et  la  déterminalion  exacte  des  non-solutions 
que  l'on  rencontre  dans  l'application  des  règles  Ins  plus 
élémentaires  relatives  à  la  théorie  de  l'élimination; 
j'indiquerai  en  outre  un  moyen,  non  encore  remarqué, 
d'obtenir,  en  même  temps  que  l'équation  du  Heu,  les 
coordonnées  des  points  multiples  de  ce  lieu. 

II.  —  Premieb  pboblème. 
Problème.  —  Eliminer  st  entra  les  équations 

|A(^,7,.)=o,  (I) 

!  B(^,/,«)  =  o,  (1) 

supposées  respectivement  d'ordres  m,  n  par  rapport  à 
ce  paramétre,  et  déterminer  les  points  multiples  du 
lieu  défini  par  ces  mêmes  étjiialions. 

Solution.  —  OrâoDQOus  ces  équations  par  rapport 
au  paramètre  a  ;  on  aura 


(<•') 


(-■Il 


.-A.(x,j).— +  A.(x,j).—' +  ...  =  o,l<*' 

(         +B.(^,j).— +B,(^,/).— +...  =  0.1"' 

Supposons  d'almrd  que  les  oxposant^  m  et  n  soient 
inégaux;  supposons,  par  cstsinpie,  que 

m=n  +  3;  <5) 

le  système  (a*)  pourra  s'écrire 

H-At(x,_>')«''-H...  =  o,   l 
Substituons  à  la  relation  {6}. la  relation  obtenue  eu 
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rem|Jaçaat,  dans  le  premier  terme  de  cette  équation, 
x"  par  sa  valeur  (7)^  on  aara,  après  avoir  chassé  les 
dénoraiuateurs,  un  système  de  la  forme 

]    .    _  -[B,(:r..r)»'— +  B.f^,,y)a"-*  +  B.(x,.v).-'  +  ...] 

qui  se  composera  évidemment  du  système  (a")  plus  du 
système  étranger  déimi  par 

/  B.(a:,r)«-'+B,(x,j)«-* 

I  B.{^,j)=o.  (11) 

en  sorte  que  (A)  représentera  non  seulement  le  lieu 
proposé  (a),  mais  encore  la  courbe  étrangère,  comptée, 
en  général,  n  —  ■  fois  ('),  ayant  pour  équation 

BiCx^J')  =  o(«).  (12) 

Cette  introduction  d'une  courbe  étrangère  rend  le 
système  (6)  plus  facile  à  résoudre  que  le  système  (n"), 
puisque  l'équation  (ti)  se  trouve  remplacée  par  l'équa- 
tion (8j,  qui  est  de  degré  moindre  d'une  unité  par  rap- 
port au  paramètre  à  éliminer  a. 

Substituons  encore  a  l'équation  (8)  l'équation  obte- 
nue en  remplaçant,  dans  le  premier  terme  de  cette  re- 

(')  Il  correspond,  ea  cfTet,  si  le  terme  B,(a?.j')  n'est  pas  nul,  n  —  i 
Tsieun  du  paramètre  a  pour  chaqae  poinl  {x,  y)  de  celle  coorbe.  — 
Voir  la  Note  sur  les  points  multiples  qui  termine  le  présent  pan- 
graphe.     ■ 

(')  Il  est  très  important  d'observer  que,  dans  le  cas  particulier  où 
l'on  a  A,(x,y)  =  B,  (z',^),on  n'introduit  pas  de  lieu  étranger  si  l'on 
a  soin,  après  la  substitution  de  (g)  dans  le  premier  terme  de  (S),  de 
diviser  par  B,  {ir,}')  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  coefficient 
de  ce  premier  terme.  On  n'introduit  pas  non  plus  de  lieu  étranger 
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lalion,  a"   par  sa   valeur  (9);  on  aura,    après   avoir 
chassé  les  dénominateurs,  un  système  de  la  forme 

/  D  =  D,(«,j)."a-i-D,(a:,j)."  +  D.(x,7)."-'  I  , 
]  +D.(^,^).— +  ...=  0,  1  '  ' 
-[B,(j.,r).-'  +  B.(^,.v).— H-B.(J..l).'— +...]  ,,,, 

qui   se  composera    du  système  (&]   plus   du   système 
étranger  àéùni  par  (c). 

SubstîtuanienÛD  à  l'équation  (lî)  l'équation  obu^nue 
en  reuiplaçaut,  dans  le  premier  terme  de  cette  relation, 
ce"  par  sa  valeur  (i4)i  on  aura,  après  avoir  chassé  les 
déuominateurs,  un  système  de  la  forme 

qui  se   composera   du   système  {d)    plus   du  système 
étranger  détini  par  (c). 

Les  trois  substitutions  des  systèmes  (i),  (d),  (e)  au 
système  (d')  suffisent  évidemment  pour  établir  ce  tliéo- 


Tkéokème  I.  —  Quels  que  soient  les  exposants  m  et 
n  du  paramètre  a,  on  peut  toujours,  sauf  à  introduire 
des  solutions  étrangères  parfaitement  définies,  substi- 
tuer au  système  [a')  un  système  de  la  forme  (e)  dans 
lequel  les  plus  hauts  exposants  de  a  sont  égaux  dans 
les  deux  équations. 

Cela  fait,  l'équation  [i6)  pouvant  s'écrire  sous  la 
forme  (i4)i  substituonsà  la  relation  (i5)  la  relation  ob- 
tenue en  remplaçant  dans  le  premier  terme  de  cette 
équation  a"  par  sa  valeur  ([4);  on   aura,  après  avoir 
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vtuué  les  dénominateurs,  le  système 
',-  (F(»,j,.)=o,  (17) 

^'  I  B  =  o,  (.8) 

qui  se  compose  évidemment  du  système  (e),  plus  du 
système  étranger  défini  par 

,    .  (  B,=  o,  (19) 

<**  Ib=o,  (.o) 

c'est-à-dire  par 

1  B,(a;.^)=o.  (ai) 

en  sorte  que  {f)  représentera  non  seulement  le  lieu  (e), 
mais  encore  la  courbe  étrangère,  comptée,  en  général, 
n  —  I  fois,  ayant  pour  équation 

B,{a;.y)  =  o.  (23) 

Cette  introduction  d'un  lieu  étranger  rend  encore  le 
système  ij'),  qui  est  de  la  forme 


^'^B=r3B,(^,y)«"+B,(^,j)a' 


>5) 


+  B,(x,7)=L'-»  +  B4(x,7)a''-»-H.. 

plus  facile  à  résoudre  que  le  système  (e),  puisque 
l'équation  (i5)  se  trouve  remplacée  par  l'équation  (a4}i 
qui  est  de  degré  moindre  d'une  unité  par  rapport  au 
paramètre  à  éliminer  a.  De  l;'i  ce  Uiéorèmc  : 

Théobème  II.  —  Quel  rjuesoit  l'exposant  n  dans  les 
deux  équations  {e)f  on  peut  toujours,  sauf  à  introduire 
des  solutions  étrangères  parfaitement  définies,  substi- 
tuer à  ce  système  un  système  de  la  forme  [i)  dans 
lequel  texposant  (a)  est  diminué  d'une  unité  dans  Cane 
des  équations. 
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L'application  du  théorème  I  au  système  (i)  permet- 
tant (l'abaisser  d'une  unité  l'exposant  de  x  dans  l'équa- 
tion (a5),  il  est  manifeste  que  l'application  successive 
des  théorèmes  I  et  II  suffira,  sauf,  redisons-le,  n  intro- 
duire des  solutions  étrangères  parfaitement  défîmes, 
pour  pouvoir  substituer  au  système  proposé  [a')  un 
système  de  la  forme 

*■''   JH  =  H,(x.^).»-f-H.(x,j)»^-H,(J:,7)=:0.     (37) 

que  l'on  remplacera  par 

,  (       G,(a-,j)«  +  G,(j;,v)^o.  (39) 

*    '  j  H,G;  — H.G.G,-hH,GÎ  =  o.  (3o) 

En  débarrassant  réquation[3o)  des  facteurs  étrangers 
{préalablement  connus),  on  aura  finalement  te  système 
.  I  G.(^,r)«  +  G,(x,j)  =  o,  {3i) 

**  (  K{x,y)^o,  (32) 

qui  sera  équivalent  au  système  proposé  (a*)  :  l'équation 
(3a)  sera  l'équation  clierchêc. 

Nota,  —  11  est  évident  (puisqu'il  sufliraît  de  se  le 
donner  tel  a  priori)  que  le  système  final  (/)  peut  se 
présenter  sous  la  forme 

W(-,7.-)=o.  (33) 

'^'  \      K(x,y)  =  o,  (34) 

le  plus  haut  exposant  de  ce  étant,  dans  l'équation  (33), 
supérieur  à  l'unité. 

Points  multiples  ('),  — D'après  le  système  [(a6)  cl 


(')  Il  s'agit,  bien  entendu,  des  pointtinultipln  de  la  première  cl tUC. 
—  Voir  noire  Mémoire  Hitiorique  et  développemeril  d'une  méthode 
pour  déterminer  le*  ttngtdaritét  ordinaim  d'un  lUu  ftéométriquf 
défini  par  k  ^qmlions. 
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(27}],  les  points  communs  aux  deux  courbes  représen- 
tées par 

G,(x,y)  =  o,    G,(a;,^)  =  o  (35) 

sont  des  points  multiples  du  lieu  déSni  par  ce  système  : 
il  corrnspond,  «n  cUet,  à  chacun  de  ces  points  deux 
valeurs  de  a.  qui  sont  racines  de  l'équation  (37).  Pour 
obtenir  séparément  les  points  multiples  du  lieu  proposé 
(a'),  il  suffira  de  défalquer  les  points  multiples  résul- 
tant de  l'introduction  des  courbes  étrangères.  Ajoutons, 
au  sujet  de  ces  courbes  étrangères,  que  la  détermina- 
tion de  leur  degré  de  multiplicité,  comme  celle  d'ailleurs 
des  points  multiples,  suppose  connue  la  connaissance  de 
la  forme  du  système  final  {/).  Dans  ce  qui  précède,  nous 
avons  essentiellement  supposé  que  l'équation  (3i)  de  ce 
système  final  contenait  seulement  au  premier  degré  le 
paramètre  a. 

III.   Al-PLICATIOII   DU   PKEHlEn  PROBLÈME. 

Afin  de  mieux  préciser  les  considérations  précéden- 
tes, nous  allons  les  développer  à  nouveau  sur  un  cas 
particulier,  celui  où  le  lieu  est  défini  par  les  équations 


/  A  =  A,(x,j')»>  +  A.{:r,jf-)a»  j 

■  g,  1  -+-A,(x,y)!>i-t-A,(^,/)  =  o,  i 

•'  1  B  =  B,C^,7)a'  +  B,(^,/)«'  ( 

(  +B.(^,j)«4-B,(.c,/)  =  o.  S 


(36) 
(37) 


Substituons  à  ce  système  le  système 

l  M  =  o,         ~  (38) 


(S.) 

obtenu  en  écrivant  l'équation  (36)  sous  la  forme 


IH) 
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(  353  ) 
et  en  substituant  cette  Tatenr  de  %'  dans  le  premier  terme 
de  (  37}  ',  on  a  introduit  ainsi  le  lieu  étranger  défini  par 


iA,(a-,/)=o,  (4o) 

I        A  =  o,  (4i) 


(S.) 
c'est-à-dire  par 

^  *'     i  A.(^>r)«*-HA,(x.j)«  +  A^(x./)  =  o,        (43) 

ce. qui  représente  deux  fois  la  courbe  ayant  pour  équa- 
tion 

\y{x,y)^o.  Mi) 

C«la  fait,  le  système  (Sj)  pouvant  s'écrire 

i  ,  _  a ( A,  B,  —  A, B|  )  -t-  A,  Bt  —  A. B, 

(S.)  î        "~  A.B,-A,B,  '  ^'**' 

I  A,(i"-+-A,a»  +  A,a-t-Ai  =  o,  (46) 

substituons-lui  le  sysicnn; 

1        ,      «(A,B.  — AjB,)  +  A,B4-A^B,  ,,   ^ 

AtB.^A.B, *^'* 

(S,)  a(A,B,  — A,B,)  +  A,Bt— AtB,  j 

/    ^'"  A,B,-A,B,  (48) 

+  A,a*  +  Aja-*-Ai=^o,     ) 

obtenu  en  écrivant  le  premier  terme  de  (46)  sous  la 
forme  Aia^Xotet  remplaçanta^  par  sa  valeur  {  45).  On 
a  introduit  de  la  sorte  le  lieu  étranger  défini  par 

I  <i(A,B.~A.B,)+A.B,-AiB,  =  o,.  U9) 

I  A,B.  — A,B.=  o,  (5o) 

c'est-à-dire  une  fois  la  courbe  ayant  pour  équation 

A,(^,,v)B,(.r,v)-.\,(jr,.>-)B,(^,.))^o.      (5i) 
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En  eOfictuftut  les  calcula,  le  système  (St)  s'écril  : 

iC  =  (A.,B,-A,B,).>  +  .(A,B,-A,B,)  I 

+  A.B,-A,B,  =  o,l*     ' 
D  =  [A,(A,B,— A,B,)+ A,<A,B,-A,B,)]  .>        j 
-h[A,(A,B»~A4B,)+A,(A,B,— A,Bt)]a         |  (53) 
-l-Aj(A,B,— A,B,)  =  o;' 
substituons-lui  te  système 

(C[A,(.A,B.-A,B,)-i-A,(A,B,-A,B,)]         / 
(S,5  — U(A,B,_A,B,)=i>,  i'  ■" 

!  C  =  o,  (S5) 

comprenant  le  lieu  étranger  déGni  par 
,  t  A,B,-A,B,  =  o,  (56) 

'   '•  I  C  =  o,  (5,) 

c'est-à-dire  par 

(  .\,B,  — A,B,  =  o,  (58) 

(S,,)      î 

(  (A.,B,  — AiB,)a-t-AvB,  — A,Bi  =  o,  (Sg) 

ce  qu!  représente  encore  une  fois  la  courbe  ajani  pour 
équation 

Cela  fait,  le  système  (S*)  pouvant  s'ccrii-c 

ip  (A,B,— A.Bj)  [A,(A,B,— A,B,)-i-A,(A,B,— A,B,)]     "l        j 
I,  _[A,{A,B,-A,B,)+A,(A,B,-A,B,)](A,B,-~A,B,)|J'     1 
-l-t(A»B.-A,B,)[A,(A,B,— A,B,1+A,(A,B,— A|B,)]         i}    ' 
—  \^(\,B,— \,B,)»;  =  o,  ) 
(A,B,— AiB,)a*-i-(AjBi  — A,Bi)3  +  A,B,  — A,Bt  =  o,    (6a) 
tirons  de  l'éqnation  (6i]  la  valeur  de  a,  pour  la   sub- 
stituer dans  (6a];  en  écrivant  cette  équation  (6i)  sous 
la  forme  aX  -f-  Y  =o,  nous  aurons  le  système  final 

1  aX4-Y  =  o,  (63) 

(S„)|(A,B,~A,B.)Y»-XY(A,B,-A,B,)  ),.,, 

(  +(A,H,-A,B.)X'=ro   P*'^>- 
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qui  sera  tel  que  la  reUtiou  ((>4).su  composera  : 

1°  De  deux  fois  ritquatioD  A|  (x,^)  =  o; 

9'  De  deiu:  fois  l'équalion  AjB,  —  A|B3:=:o; 

3'  De  l'équation  du  lieu  cherché. 

C'est  ce  que  l'ou  vériSc,  en  clTet,  sans  peine,  cd  em- 
}>loyant  les  notations  abrégées  suivantes  : 

a  =  AjB,— A,Bt,     fin^AjB,— A,B„     c^AiB,-A,Bi, 

rf=A,Bt— A^B,,     /  — AjB,— A,B„    «i  — A,B,-- A,B,. 

Il  sufËt  de  reprendre  le  calcul  à  partir  des  équa- 
tions (52,  S3),  d'observer  que  l'équation  (64))  qui  se 
présente  sous  la  i'orme 

a[(ac'~ca'y  +  {ah'~^ba')(cb'~bc')]  =  o,        (65) 

peut   aussi  s'écrire  en  remplaçant  a',  b'.    c'  par  leurs 
valeurs 

[a(aAi  — cA,)'  +  2i'c(cA,  — cA,)  "] 

x(aA,  — iA,  — cA,)(cA,— 6Ai)  \^o,     (66) 

-HA,fc'(cA,— iA,)  — A,c'(aA,  — cA,).J 

d'où  l'on  déduit  immédialemenl,  eu  effectuant  chaque 
parenthèse, 

a'Aî(arf'-H  m6'-|-/c'-Hai'crf-|-a//n)  =  o;     (67) 

en  sorte  que  le  système  proposé  est  équivalent  au  sys- 
tème 

(S,a     !  -x  +  v^»  C).  (68) 

I  ad'-^mb^-^  /c'  +  2bcd+  alm^=o.  (69) 

Points  doubles.  —  Les  points  doubles  sont  les  points 
communs  aux  deux  courbes  représentées,  car 

X  =  o,     Y:=o,  (70) 

(<)  On  va  voir  que  X  et  Y  doivenl  <:onl«Dir  l«  facteur  A,  («.j*) 
que  l'on  davrs  parttat  suititriiner. 
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à  condition  de  supprimer  les  points  multiples  résultant 
de  l'introduction  des  courbes  étrangères  pour  lesquelles 
il  correspond  à  cliacun  de  leurs  points  au  moins  deux 
valeurs  du  paramètre  (a),  c'est-à-dire,  ici,  tous  les  points 
de  la  courbe  représentée  par  A(  (x^y)  =  o. 

IV.  —  Deuzièmb  fboblêhc. 
Pbobléue.  —  Éliminer  a.  entre  les  deux  équations 

g  ,  A{x,^-,5,>)^o,  (7.) 

(  B(^,r,=,»)^o,  (72) 

supposées  algébriques  entières  et  rationnelles,  et  déter- 
miner les  points  multiples  de  ta  surface  qu'elles  défi- 
nissent. 

Solution.  —  11  sufSt  de  refaire  exactement  tes  mêmes 
calculs  que  dans  le  premier  problème,  sauf  à  remar- 
quer qu'au  lieu  d'introduire  des  courbes  étrangères 
on  introduit  des  surfaces  étrangères  définies  par  des 
équations  de  la  forme 

Points  multiples.  —  En  procédant  comme  nous 
venons  de  le  dire,  on  rencontre,  avant  de  parvenir  au 
système  final,  des  systèmes  de  la  forme 

,  C. (a;.  j,a)»'-HC,(x,  ,-,=)«  + C,{x,v,.î)^o,    (:$) 


.  1(76) 


*M  E,(x,^,3).  +  E,(,r,  v,5):=o.  i;8) 

Il  résulte  de  là  : 

1°  Que  les  points  communs  aux  trois  surfaces  repré- 
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aentéea  par 
C,(^,^-,=)^o.      C.{:r,j,;)^o,      C>(x,y,s)  =  o     {79) 

sont  des  points  triples  du  lieu  (Sj)  :  il  correspond,  en 
effet,  à  chacun  de  ces  points,  trois  valeurs  de  a  qui  sont 
racines  de  l'équation  {76)  ; 

a"  Que  les  points  communs  aux  deux  Surfaces  repré- 
sentées par 

E,  {x,  y,z)=o,    E,(a;,  _y,  z)  =  o  (80) 

sont  des  points  doubles  du  lieu  (S*)  :  il  correspond, 
en  efli>t,  à  chacun  de  ses  points,  deux  valeurs  de  a  qui 
sont  racines  de  l'équation  (77)  (*)■ 

V.  —  Troisième  phoblêmk. 

Problème.  —  Éliminer  et,  P  entre  les  trois  équations 

l  A(x,7,o.,p)  =  o,  (i) 

(S,)  B(^,j',«,p)  =  o,  (2) 

(  C{x,y,^,?)  =  o,  (3) 

supposées  algébriques  entières  et  rationnelles,  et  déter- 
miner les  points  multiples  du  lieu  qu'elles  définissent. 
Solution.  ■ —   1"  On  ordonnera  les  équations  (1,  3} 
par  rapport  à  a  : 

-i-A,(a;,7,p)a"-'+...=  o,  i 
(S.)       B  =  B,{ar.;r,P)«»+B,(:r,^,p)a"-'  j 

-f-B,(ar,^,p)a"-» +...=  0,  t     ^   ' 
C(j;,7,»,p)^o.  (6) 


(■)  Pamii  CM  poinU  doubles,  < 
représentée  par 


Htnt  d«  rebrounwnieni. 


(4) 
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a"  On  cousid^rera  ^  comme  un  coenioîent  etl'on  éli- 
minera, entre  les  équations  (4),  (S),  par  le  procédé 
suivi    pour  résoudre    le   premier  problème,   le  para- 
mètre a,  ce  qui  conduira  à  un  système  de  la  forme 

l  D,(j-,^,?)c<+D,(x,^,p)  =  o,  (7) 

(S.)  ■  E(^,j,3)  =  o,  (8) 

!  C(x,7,>,?)  =  o,  <9) 

qui  se  composera  du  système  (Sa),  plus  d'un  certain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

/  Y(x,y,^)^o,  (lo) 

(S*)  G(.r,v,«,?)  =  o,  {11) 

(  C{^;x,a,<^)  =  o.  (12) 

3°  On  tirera  de  l'équation  (7)  la  valeur  de  (a)  pour 

la  substituer  dans  (9],  ce  qui  conduira  au  système 

/  D,(:r,r,?)=<  +  D,(x,r,?)  =  o.  (i3) 

(S.)  E(-t',70  3^o,  (i4) 

(  H(x,:r,P)  =  o.  (.5) 

4°  On  éliminera,  toujours  par  le  procédé  suivi  dans 
la  solution  du  premier  problème,  le  paramètre  p  entre 
les  équations  (i4)>  (1^)1  ce  qui  conduira  a  un  syst^e 
de  la  forme 

/  D,(j-,j,3)a  +  D.(x,v,p)-o,     ■  (16) 

(S.)  G,(j;,j)p  +  G,(^,^,)  ^o,  (17) 

(  l(x,,y)  =  o,  t'8) 

qui  se  composera  du  système  {Sa),  plus  d'un  certain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

j  D,(^,/,?)«  +  D,(3:,.>',p)-o,  (19) 

(S,)  J(;r,7,)  =  0,  (30) 

(  K(x,j)=o.  (ai) 

J"  Soient  ■W(.r,^)  =  o    l'équation  {18^  débarrassée 
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des  facteurs  étrangers,  et  'W,[x,y)a-^-\,{x,jr)  =  o 
l'équation  obtenue  en  remplaçant  dans  (16)  la  lettre  P 
par  sa  valeur  tirée  de  (  1 7  )  1  le  système 

tS.)  '  G,{x,y)?  +  G^{^,r)  =  o,  (23) 

\W(a-.y)  =  o  (a4) 

sera  équivalent  au  système  proposé  (Si),  et  l'équa- 
tion (^4)  sera  l'équation  cLercliéc. 

Nota  I.  —  Il  est  très  important  d'observer  que,  si 
l'on  ne  suivait  pas  exactement  Vordre  que  nous  venons 
d'iudiquer,  ou  pourrait  fort,  bien  introduire  tout  le  plan 
coiunie  lieu  étranger,  et  partant  l'éliraination  deviendrait 
impossible  dans  la  suite.  C'est,  en  ciTet,  ce  qui  ariiverait 
si  l'on  écrivait,    par  exemple,  l'équation   (4)   sous  la 

A,  ter,  y,  P)a"-'  +A,(j-.  y.  3)a«-'+At(j^,  y,  P)a'"-*+... 

et  si  l'on  substituait  à  la  fois  cette  valeur  de  a"*  dans 
les  deux  autres  équations;  on  introduirait  de  la  sorte 
tout  le  plan  déûni  par  les  équations 

(S.)  -.A.(:r,7,p).-.-H...  =  <.,  r^-^* 

(  A,(xo-.3)  =  «.  (37) 

contenant  deux  paramètres  variables  a  et  ^. 

Nota  II.  —  11  est  évident  (puisqu'il  suffirait  de  se  le 
donner  tel  a  priori)  que  le  système  final  (S|)peut  se 
présenter  sous  la  forme 

i  V,(x,7,a,p)  =  o,  (28) 

<S„)  ■  V.(^,j',«,p)  =  o,  (29) 

(  W(^,/)  =  o,  (3o) 

les  plus  bauls  exposants  de  ot,  ^  étant,  dans  les  équa- 
tions(a8),  (29),  supéricursà  l'unité. 
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Points    multiples.   —   Avant  de   parvenir  au   sys- 
tème (S(),  on  rencontre  un  système  de  la  forme 

/  D,{j;,7,p)a-(-D,(:r,/,p)^o,  (3i) 

(S..)        G,lx,y)^  +  G,(a;,y)^o,  (3a) 

(  M,(a^,j)p'+M,(^,7)p  +  M,<a:,7)  =  o.     (33) 

Les  points  communs  aux  deux  courbes  représentées  par 

G,(;c,^)  =  o,    G,{a.;j')  =  o  (34) 

sont  des  points  multiples  du  lieu  dcûni  par  ce  système; 
il  correspond,  en  efi'et,  à  chacun  de  ces  points  deux  va- 
leurs de  p  qui  sont  racines  dv  l'équation  (33),  et,  par- 
tant, à  eau»;  de  (3i),  deux  valeurs  de  a;  il  est  d'ailleurs 
bien  évident  que,  pour  obtenir  séparément  les  points 
multiples  du  lieu  proposé  (S|),  on  devra  défalquer  les 
points  multiples  résultant  de  l'introduction  des  courbes 
étrangères  pour  lesquelles  il  correspond  à  chacun  de 
leurs    points    au   moins  deux  valeurs  des  paramètres 

.«?. 

VI.-Q„AT.,».P,0.1»M,. 
pROBLÈHR.  —  Éliminer  a,  p,  y  entre  les  équations 

I  X(œ,y,a,^,-j)  =  o,  (I) 

g.  ).B(^,^,«,  P,t)  =  o.  {-2) 

\c{^,y,o^.?,t)  =  o,  (3) 

[  D(x,:^,<x,p,-ï)  =  o,  (4) 

supposées  algébritjues  entières  et  rationnelles,  et  dé- 
terminer les  points  multiples  du  lieu  quelles  défi- 
nissent. 

Solution.  —  1°  On  considérera  i  comme  un  coeffi- 
cient et  l'on  éliminera,  entre  les  équations(i},  (a),  (3), 
par  le  procédé  suivi  pour  résoudi-e  le  troisième  pro- 
blème, les  paramètres  a,  p,  ce  qui  conduira  à  un  sys- 
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lèmc  de  la  iortne 

/  E,(a:,^,T).-l-E,(a:,^,,)=o,  ^i) 

,5,  )  F,(x,^,,)P+F,(x,;K,t)  =  <>.  (6) 

■     I  G(»,^,-,)  =  o,  (7) 

(  D^^,y,,,p,^)  =  o,  (8) 

qui  se  composera  du  système  (Si  ),  plus  d'un  certain 

nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

IH(^,^,',P)  =  o.  (9) 

i{^.r.  «'P'Y^— o.  iio) 

J(i,^,a,p,,)  =  o,  (II) 

D('c,r,.,?,Y)  =  o.  (n) 

a"  On  tirera  des  équations  (5),  (6)  les  valeurs  de  a, 
^  pour  les  porter  dans  (8),  ce  qui  conduira  au  système 
,  E,(^,y,^):.  +  E,^^,}',■|)  =  o,  (.3) 

3  F,(«,>',l)P  +  F,(:r,j-,,)  =  o,  (.« 

G(»',^,-()  =  o,  (i5) 

f  K(»,;,-,,)  =  o.,  (|6) 

3°  On  éliminera,  par  le  procédé  employé  dans  la  so- 
lution du  premier  problème,  le  paramètre  y,  entre  les 
équations  (i5),  (i6),ce  qui  conduira  t>  un  système  delà 
forme 

[  E,(:z:,/,i;)«-l-E,(a:,^,,)=o,  (17) 

g  )  F.(«,r.i)P  +  i'.(»./a)=o.  (18) 

M,(»,^),  +  M,(^,;K)  =  o,  (19) 

\    îi{x,  y)z=o,  (20) 

qui  se  composera  du  système  (S*),  plus  d'un  certain 
nombre  de  systèmes  étrangers  de  la  forme 

5                 )  F.(«,r.-t)P  +  F,(»,7,,)  =  o,  («) 

P(«,^,,)=o,  (ï3) 

(  QK^)  =  o.  ("4) 

^nn.  Je  Math/maC.,  v  ■érie,  t.  XX.  (Uésmbre  1881 .)  36 
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4° Soient  W(x,j)  =  ori-quatioii  (ao)  débarrassée dci 
facteurs  étrangers,  et 

V,(x,j)«  +  V,{:r,/)=o,  (35) 

U,(^.J')P  +  V,(.r,jr)  =  o  •        (a6) 

les  équations  obtenues  en  remplaçant  dans  (17),  (18)  la 
lettre  y  par  sa  valeur  lirée  Je;  (  1  g  ),  le  système 

/  V,{œ,y)<,^\\(x,y)=o,  (37) 

j  M,(a;.7)Y  +  M,(a;,^)=o,  (ag) 

(w(^,^-)  =  o  {3o) 

sera  équivalent  au  système  {S| },  et  l'équation  r 

V/(x,y)  =  o  (3.) 

sera  l'équation  cherchée. 

Nota.  —  11  est  évident  (puisqu'il  sufHrait  de  se  le 
donner  tel  a  priori)  que  le  système  final  (St)  peut  se 
présenter  sous  la  forme 


(S.) 


les  plus  hauts  exposants  de  a,  §,  ^  étant,  dans  les  équa- 
tions {32),  [33],  (34)1  supérieurs  à  l'unit^;  on  conçoit 
de  plus,  sans  peine,  que  l'on  puisse  choisir  les  équations 
de  manière  que  les  courbes  représentées  par  (Sa),  (33), 
(34)  n'aient  jamais  de  points  commans,  quelles  que 
soient  les  valeurs  attribuées  à  a,  p,  y;  dans  ce  cas,  bien 
que  l'équation  (  35  )  puisse  représenter  une  courbe  réelle, 
le  système  (S|)  ne  définit  pas  un  lieu  proprement  dit, 


l  R,(^,,t, ■,?,■,)=(), 

(3.) 

1  H,(a:,v,  .,  P,-;)=o, 

(33) 

R.(»,j,.,f,-,)  =  o, 

m) 

!W(»,7)  =  o, 

(35) 
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c'est-à-dire  que  les  courbes  représenlées  par  (i),  (a), 
(3),   (4)   ne  se  croisent  jamais  en  un  inèoie  point, 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  paramètre! 

".?.;(')■ 

Points  multiples,  —  Avantde  parvenir  au  s^stèine{St), 
on  rencontre  un  système  de  la  forme 

F.(x,j',Y)p-HF,(^,7,f)  =  o,  (37) 

JM,(a?,j-)Y-+-M,(ir,7)^o,  (38) 

tes  points  communs  auY  deux  courbes  représentées  par 

M,(x,7):..o,      }.\,{,a,,y)^:,  <4o) 

sont  des  points  multiples  du  lieu  dcGni  par  ce  système; 
il  correspond,  en  effet,  à  chacun  de  ces  points  deax 
valeurs  de  y  qui  sont  racines  de  l'équation  (Sp),  et,  par- 
tant, à  cause  (le  (36),  (37),  deux  valeurs  de  a  et  ^.Pour 
obteuir  uniquement  les  points  multiples  du  Heu  pro- 
posé, on  devra  supprimer  les  points  multiples  résultazU 
de  l'introduction  des«oarbes  étrangères. 

Observation Jinale.  —  Les  développements  précédents 
suilisent  évidemment  pour  démontrer  la  généralité,  à 
tous  les  cas  possibles,  de  la  métbodtf  suivie. 

Addition.  —  Nous  développerous  dans  une  Commu- 
nication spéciale  les  calculs  relatifs  aux  points  multiples 
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des  lieux  (A)  et  (B)  détinis  par 

(A) 


(B) 


points  multiples  permettant  de  déterminer,  comme  nous 
l'avons  prouvé  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  Historique  et 
développement,  etc.,  les  points  de  contact  des  tangentes 
doubles  et  les  centres  des  cercles  de  rayon  R  double- 
ment tangents  à  la  courbe  représentée  par 

u(^;j)=o{'). 

Nota.  • —  On  obtiendra  le  lien  des  centres  des  sphcrea 
de  rayon  R  (-)  doublement  tangentes  k  la  surface  re- 
présentée par 

en  chercbant  la  ligne  double  de  la  surface  défînie  par 


ne 

■.P,ï)  = 

0, 

■)'+(/- 

?)'+(»■ 

-^)'- 

R'=o. 

X  — a 
dV 

^  = 

■^ 

d. 

ij 

■ài 

(■)  Aux  points  de  rebroassement  du  li«a  (A)  correspondent  les 
poiots  d'infleiion  de  la  courbe  U,  et  ani  points  de  rebroassement 
dn  lien  (B)  correspondent  les  poinU  de  contact  des  cercle*  de  rayon 
R  OKulatenn  i,  cette  même  courbe. 

(')  Si  l'on  suppose,  i  la  an  du  calcul,  R  =  o,  on  •  la  focale  de  la 
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KCILE  NORMALE  SUPÉRIEURE  (COKCOIJRS  SE  1881). 

Pfysiifue. 

I.  Dans  une  mùL'hinc  :i  diviser,  le  pas  de  la  vis  est 
d'un  dcmi-mîlliDiclre  à  la  tempéralure  zéro.  La  iempé- 
ralure  étant  de  0  degrés,  on  veut  diviser  avec  cette  ma- 
chine une  règle  en  laiton,  de  telle  sorte  que  les  divisions 
de  la  règle  vaillent  un  nJillimètrc  à  zérn  :  comment  faut- 
il  régler.lc  tambour  de  la  vis  ?  On  désignera  paryct  l  les 
coefficients  de  dilatation  linéaire  du  fer  et  du  laiton.  Le 
premier  étant  de  i  a  millionièmes  et  le  second  de  ig,  on 
calculera  le  nombre  cherché  pour  6  =  lo. 

La  règle  étant  ainsi  divisée,  on  s'en  servira  pour  mesu- 
rer la  hauteur  d'un  baromètre  à  la  tcmpératui-e  t°  et  on 
réduira  cette  hauteur  à  zéro.  On  désignera  par  k  le  coef- 
ficient de  dilatation  cubique  du  lueicurc  :  k  étant  de 
i8o  millionièmes,  on  calculera  le  coefficient  numérique 
de  la  correction. 

n.  Commentdéiermîne-t-ou  le  grossissement  dans  le 
microscope  ? 

Dans  un  microscope  dont  les  deux  lentilles  sont  à  une 
distance  invariable,  on  a  appliqué  contre  l'objectif  une 
lame  de  verre,  de  sorte  qu'il  reste  entre  l'objectif  et  la 
lame  un  espace  vide  formant  un  ménisque  concave.  Ou 
détermine  par  l'expérience  : 

1°  Le  gi-ossissement  Y)  lorsque  le  ménisque  eSt  vide; 
a"  Le  grossissement  g,  lorsqu'on  y  a  introduit  une 
goutte  d'eau  d'indice  n  ; 

3°  Le  grossissement  ^,  lorsqu'on  y  a  introduit  une 
goutte  de  liquide  d'indice  n'. 

On  demande  l'indice  de  ce  liquide. 

L'indice  de  l'eau  étant  y  et  les  trois  grossissements  5o, 
3o,  ao,  qurl  est  l'indice  du  liquide? 
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